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Objet  du  Mémoire. 

Nous  nous  proposons,  dans  cette  étude,  d'exposer  une  méthode 
aisée  et  rapide,  au  moyen  de  laquelle  on  peut  déterminer,  par 
l'analyse,  les  foyers  et  les  directrices  des  courbes  du 
second  degré. 

Cette  méthode  fournit  les  équations  aux  foyers  sous  leur 
forme  la  plus  générale.  Elle  fait  voir  de  suite  que  ces  foyers,  d'une 
part,  se  trouvent  sur  les  axes  de  la  conique,  et  que,  d'autre  part,  ils 
appartiennent  à  deux  hyperboles  équilatères,  dont  elle  fournit  les 
équations. 

Nous  eu  tirons  facilement  l'équation  aux  abscisses  des  foyers,  celle 
aux  ordonnées,  ainsi  que  l'équation  aux  directrices. 

Les  équations  aux  foyers,  simples  dans  leur  forme  et  avanta- 
geuses dans  les  applications,  peuvent  aussi  se  trouver  par  un  autre 
procédé. 

Si  l'on  considère  le  foyer  cherché,  x  =  ct^  2/  =  i^,  comme  le  centre 
d'un  cercle  de  rayon  nul,  qui  est  doublement  tangent  à  la  conique 
/(ce,  ?/,  z)  =  0,  il  suffira  d'exprimer  que  l'équation 

4./(cv,^,y)/(a',2/,.)-(a-/'«+2//V  +  ^/'y)''^  =  0 

des  tangentes,  menées  du  point  (c^,  j3,  y)  à  notre  conique,  représente 
un  cercle  de  rayon  nul. 

Mais  ce  procédé  est  long  et  compliqué;  il  repose  sur  l'équation 
précédente  des  tangentes  issues  d'un  même  point,  dont  le  développe- 
ment est  assez  laborieux  et  la  réduction  passablement  épineuse.  On 
peut  consulter  à  ce  sujet  la  Géométrie  analytique  de  !..  Paiu- 
viii,  à 'la  page  465  de  la  partie,  qui  concerne  les  Courbes  du  se- 
cond degré. 
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Notre  méthode  (u*^  92  et  suivants),  au  contraire,  est  simple  et 
directe;  elle  n'exige  presque  pas  de  calculs,  et  ne  suppose  connues 
que  les  conditions  de  rationuabilité  de  la  racine  cari'ée  d'un  polygone 
du  second  degré,  à  deux  ou  à  une  variable.  L'établissement  de  ces 
conditions  est  du  ressort  de  l'algèbre  élémentaire;  il  se  fait  aussi, 
avec  facilité,  au  moyeu  de  la  théorie  des  centres,  en  Géométrie  ana- 
lytique (n«  86). 

Avant  d'aborder  la  Détermination  analytique  des  foyers 
(n^  92  à  n*'  120),  nous  avons  cru  nécessaire  de  calculer  les  expres- 
sions de  tous  les  éléments  que  l'on  distingue  dans  les  courbes  du 
second  degré,  lesquelles  sont  représentées  par  leurs  équations  les 
plus  générales.  Nous  obtenons  ces  expressions  par  des  procédés  fort 
aisés,  faciles  à  saisir  et  simples  à  appliquer,  d'un  usage  élémentaire 
qui  se  trouve  à  la  portée  des  commençants.  Ce  calcul  est  justifié 
par  l'utilité  qu'offre  la  connaissance  de  ces  expressions,  tout  formées, 
dans  l'étude  des  coniques,  qui  sont  représentées  par  des  équations 
numériques",  ainsi  que  par  l'avantage  que  trouve  leur  fréquent  emi^loi 
dans  les  recherches  sur  les  courbes  du  second  degré. 

Les  mêmes  expressions,  calculées  d'avance,  nous  seront  néces- 
saires ,  en  partie  du  moins ,  dans  la  détermination  directe  des  foyers 
et  des  directi'ices  ;  elles  nous  serviront  en  même  temps  de  con- 
trôle pour  les  résultats  fournis  par  cette  détermination. 

Nous  les  avons  établies  pour  le  cas  où  les  axes  sont  rectangu- 
laires, ainsi  que  pour  celui  où  les  coordonnées  sont  obliques. 

Nous  terminons  ce  travail  par  la  recherche  des  équations,  qui 
représentent  les  coniques,  dont  deux  demi-diamètres  conjugués,  issus 
d'une  origine  connue,  aboutissent  à  deux  points  donnés.  Nous  y 
puisons  une  nouvelle  méthode  propre  à  faire  trouver  les  expressions 
générales  des  points  et  droites  remarquables,  que  l'on  rencontre  dans 
les  courbes  du  second  degré. 

Il  n'est  peut-être  pas  sans  utilité  de  présenter  au  lecteur,  pour 
le  guider  dans  l'étude,  une  table  résumée  de  la  nature  et  de  l'ordre 
des  matières  que  nous  traitons  dans  cet  écrit;  il  se  fera  ainsi  une 
idée  plus  nette  et  plus  comi)lète  de  l'importauce  relative  des  ques- 
tions que  nous  soumettons  à  son  appréciation. 

Le  texte  courant  se  rapporte  à  des  axes  rectangulaires.  La  par- 
tie, affectée  d'un  astérisque  *,  est  relative  aux  coordonnées  obliques; 
elle  peut  être  négligée  à  une  première  lecture. 
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Première  Partie. 

Expressions  générales  des  divers  éléments, 
que  l'on  distingue  dans  les  courbes  du  second  degré, 

§  I.     Equations  générales  des  axes  dans  les  courbes  du  second  degré. 

1.  Equation  aux  axes  des  coniques  eu  général.  Le  procédé, 
qui  est  habituellemeut  employé  pour  calcul  de  l'équation  aux  axes, 
est  assez  simple  et  d'un  usage  commode.  Nous  allons  l'exposer,  en 
supposant  d'abord  les  coordonnées  rectangulaires. 

Dans  les  courbes  du  second  degré,  qui  sont  représentées  par 
l'équation  générale 

(1  )  F{x,  y)  =  Ax"-  +  2Bxy  -{-  Cy^ + 2Dx  -\-  2Ey  -|-  F  =  0, 

l'équation  du  diamètre,  conjugué  à  la  direction 

y  =  mx, 
est 

(2)  F'.c-\-mF';,  =  0, 

ou 

Ax-]-By-{-D-]-m(Bx-\-Cy-^E)  =  0. 

Le  coefficient  angulaire  m'  de  ce  diamètre  est  par  suite 

,  AA-Bm 

B-\-Cm 

Le  diamètre  (2)  sera  un  axe  de  la  courbe  (1),  si  l'on  a 

vwi'-\-l  =  U, 
ou 

miA-\-Bi7i) 


•1  =  0. 


B-\-Cm 
On  en  tire  la  relation 

(3)  Bm^  +  (A  —  C)m  —  i?  =  0, 

à  laquelle  devra  satisfaire  le  coefticient  angulaire  7ii  des  cordes  con- 
juguées au  diamètre  (2),  pour  que  ce  diamètre  soit  un  axe  de  la 
conique  (1). 
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Eliminant  m  entre  les  deux  équations  (2)  et  (3),  ou  obtient 

(I)  BF'\  —  {A  —  c)F',:F'y  —  BF'%  =  0 

pour  l'équation  aux  axes  de  la  conique  (1), 

Par  l'inspection   de  cette  équation ,   on  voit  que ,   si  i^  =  0,  les 
deux  axes  de  la   conique    (1)  sont,  pour   des  coordonnées  rcctangu- 

F'o,  =  2{Ax-\-D)  =  0,     F',j=^2{C,i-\-E)=0. 

Ces  axes  sont  donc  les  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  me- 
nées par  la  point 

_       D E 

a;  -  —  ^,    y  -  —  c 

Si  nous  résolvons   l'équation  (I)   par   rapport  à  l'x-,   nous   ob- 
tiendrons 

(II)  i'  x  = 2^  J"  y. 

pour  les  équations  séparées  des  deux  axes. 

En  résolvant  la  même  équation  (I)  par  rapport  à  F'y^  on  trouvera 

(III)  J"  y^ 2B '■" 

pour  les  mêmes  équations. 

Si  nous  posons,  pour  abréger, 

■\^lB^-\-{A—Cy^  =  i?, 

les  équations  des  axes  pouiTont  s'écrire 

'iBF'x  =  {A  —  C±B)F'y     ou     2BF'y  ==  (C— ^  ±  R)F'x. 

Dans  les  équations   (II)  et  (III),  les  signes  supérieurs,  qui  af- 
fectent les  radicaux,  se  correspondent,  ainsi  que  les  signes  inférieurs. 

2.    Exemple  I.    Trouver  les   équations   des  axes  de   la 

conique 

hx^-\-ixy-\-2>/  —  hx  —  2y  —  l'd  =  0. 
Nous  avons 

A  =  h,    B  =  2,     C=2, 
d'où  nous  tirons 

A-C=3,    VÂB^'^'Or^^^  =  5  -, 
et  comme 

F'^^lOx-\-Ay-b,     r^  =  4a;+4^-2, 

nous  trouvons 
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10^+4^-5  =  ^(4:f  +  4y-2), 
OU 

2^-  — 42/-l=0,      2a;-fv/  — 1=0 

pour  les  équations  des  deux  axes. 

Exemple  II.    Déterminer  les  axes  de  la  conique 

3x''-]-12^^y  —  2y^  —  4x-}-2y—l  =  0. 
Puisque 

^  =  3,     5  =  6.     C  =  —  2 
il  vient 

A—  C  =  5,    yï^H^cl^  C-p  =  13  ; 
et,  comme 

F'.  .=  2(3.r  +  6z/-2),    F',  =  2(6^—2^+1), 

nous  aurons,  pour  les  deux  axes,  les  équations 

12a;  — 18f/  +  7  =  0,     2U- + 14^^  —  4  =  0. 

*  3.  Lorsque  les  axes  de  coordonnées  sont  obliques, 
le  diamètre  (2)  sera  perpendiculaire  à  la  direction  des  cordes  con- 
juguées, si  l'on  a 

1 -{- mm' -{-(7n-\- m')  COS  6  =  0, 
ou 

1+mCOSÔ 
m-\-COSd 

L'équation,  qui  donne  les  coefficients  angulaires  des  axes,  sera  donc 

1  ~\-  711 COS  6  A-{-  Bm 

wi-|-cos0  B-{-Cm' 
OU  encore 

B-\- Cm^  _  A-\-Bm 

711  -}-  COS  ^  ~  1  +  ?»  COS  0' 

F', 
Si  l'on  remplace  ?«  par  sa  valeur  — ^i^r^  tirée  de  (2),  on  obtien- 

dra,  pour  l'équation  aux  axes,   dans  le  cas  do  coordonnées 
obliques, 

BF'y—CF'x  AF'y  —  BF'r. 

—  i^',,4-cos  BF'y  ^  F' y  —  COS  BF'J 
ou  bien     - 

(IV)     {B~  Ccosd)F'^  —  {A  —  C)F',F',j—iB  —  Acose)F'^y  =  0. 

Résolvant  cette  équation  successivement  par  rapport  à  F'x  et  à 
F'y,  on  obtiendra,  pour  les  équations  distinctes  des  deux  axes 

,,,.      „,        A~C±  V(7i  — C)^-^4.(B  — A  COS  e)iB—C COS  8)  ^, 
^^■>     ^'~  2(i?-C'cos^  ^^' 
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OU 

(\i;     I^  ,-  2{B-Acosd)  ■  ^''^ 

Il  n'est  pas  iuutilc  de  signaler  l'identité 

(\U)  iA  —  Cy^-\-  4{B  —  A  cos  6)  (B  -  Ccos  B) 

=  4{B'^  —  AC)%m^B-\-{A—2B(^Q%B-\-Cy\ 

qui,  pour  des  coordonnées  rectangulaires,  se  réduit  à 

(VIII)  4/?2-|_(^i_  C')2  =  4{B^  —  AC)-^{A-{-Cf. 

Ou  peut  poser 

Vu— C)2-|-4(J5  — ylcos0)(5  — C'cos"ëy  =  7?'; 

l'équation  des  axes  sera  alors 

2(2?  -C'cos0)F'.r  =  (^1—  C±R')F',„ 
ou 

2(i^-    .4cos0)F',y  =  (C— ^i-RO-f'V 

*  4.    Exemple  I.    Calculer  les  équations  des  axes  pour 
la  courbe 

.^•2  — 3rc3/-|-2/2  — 5r  +  5?/  +  3  =  0. 
Nous  avons 

A  =  1,    i?  =  —  f ,     C  =  1, 

ce  qui  réduit  le  radical  de  (V)  à 

34-2COS0, 

et,  parsuite,  le  facteur  de  F' y  à  z:!.    Puisque 

F'-,  =  2a-  —  3?/ — 5,    F' y  =  —  3.7;  +  2?/  -f-  5, 

les  équations  des  deux  axes  seront 

2x—?,y  —  h  =  ±{—  3a-  +  2^+5) 
OU 

a;— y— 2  =  0,     «+2^  =  0; 
elles  sont  indépendantes  de  l'angle  des  axes. 

Exemple  II.     Déterminer  les  axes  de  la  conique 
10a,--+  %x>j  -\-hi/  —  28a;+ 8^  — 10  =  0, 
sachant  que  cos6  =  %. 
Puisque 

5— C'cos0  =  O,    A  —  C  =  h,    B  —  Acosd  =  —  3, 
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l'équatiou  aux  axes  (IV)  se  réduit  à 

— 5F':,F'.,4-3F'^',/  =  0, 

ce  qui  fournit,  i^our  les  deux  axes,  les  équations 

F  'il  =  0,     —  5F':,  +  SF'y  =  0, 
ou 

?jx  +  by  —  14  =  0.     X  —  2  =  0. 

5.  Equation  générale  des  coniques  à  centre.  L'équatiou  aux 
axes  aftecte  une  forme  beaucoup  plus  simple  et  se  détermine  plus 
rapidement,  lorsque  la  conique  est  donnée  d'un  centre  unique  et 
qu'elle  se  trouve  rapportée  à  co  contre,  comme  origine  des  coor- 
données. 

Supposons  que,  dans  l'équation  (1),  l'invariant -S^-^C  soit  dif- 
férent de  zéro.  Cette  équation  représentera  une  conique  à  centre, 
et  les  coordonnées  «  et  J  du  centre  seront  fournies  par  le  système 
des  deux  équations  linéaires 

qui  donnent 

_  CD—BE         _  AE  —  BD 
(IX)  a-    ^2_jic'     i-    B'^  —  AC' 

pour  les  coordonnées  du  centre. 

Si  l'on  rapporte  la  courbe  (1)  à  son  centre,  son  équation  se 
réduira  à 

(5)  /(it-,  y)  =  Ax'^  +  2Bxy  +  Cy2  ^  ^  =  0, 

où  l'on  a 

H=  Da-]-Eb-{-F, 
ou  bien 

(6)  Da  4-  Eb  -j-  F—  iï  =  0. 

Ou  peut  donner  à  l'expression  de  iï'une  forme  indépendante  des 
coordonnées  a  et  b  du  centre. 

Eu  effet  les  trois  équations  (4)  et  (6)  sont  du  premier  degré  par 
rapport  aux  deux  coordonnées  a  et  b  du  centre-,  elles  sont  nécessai- 
rement compatibles  ;  par  suite,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  déterminant 
soit  nul.  On  obtient  ainsi,  entre  H  et  les  coefficients  de  l'équation 
(5).  la  relation 

A     B         D 

B     C         E        =0, 
D     E    F— H 
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qui  peut  s'écrire 

A  B  0  j 

B  C  0  j  =  0, 

D  E  H 


et  doimc 


A     B 

D 

B     C 

E 

— 

D     E 

F 

! 

H\ 


A     B 
B     C 


A  B  D\ 
B  C  e\ 
D     E    F^ 


Le  second  membre  de  cette  égalité  u'est  autre  que  le  discrimi- 
uant  de  l'équation  du  second  degré  (1)  rendue  homogène.  Eu  dé- 
signant ce  discriminant,  suivant  l'usage,  par  z^,  ou  trouve,  pour  la 
valeur  de  H,  l'expression 


(X) 


//==  — 


~B^—AC 


AE^-\-  CD-^-\-FB'-  —  '2BDE^ACF 
B'^  —  AC 


6.    Eq[uatioii  géHérale  des  coniques  î\  centre,  qui  ont  leur  centre 
an  point  a;  =  a,  y  =  h.    Nous  avons,  entre  a  et  ^,  le  deux  relations 

2Aa^2Bb^2I)  =  0, 
2Ba-\-2Cb -\-2E  ^  0, 

qui,  étant  multipliées  respectivement  par  x  et  y,  puis  ajoutées,  donnent 

2{Ax  -\-  By)a  +  2{Bx  +  Cy)h  -f  2Dx  +  2Ey  ^  0. 

Mais  l'équation  (1)  de  la  conique  peut  se  mettre  sous  la  forme 

{Ax^By)x-{-{Bx^Cy)y^2Dx-^2E,j-^F=^0. 

Eu  retranchant  l'égalité  précédente,  ou  obtient 

(XI)  {Ax-\-By){x-2o)^{Bx  +  Cy){y-2h)^F=i) 

pour  l'équation  générale  des  coniques,  qui   ont  leur  centre  au  point 
(«,  b). 


Cette  équation  ne  contient  plus  que  trois  paramètres  arbitraires 

et 


A.       B 
F'     F 


C 
F 


7.  Forme  plus  simple  de  réquatiou  aux  axes,  lorsque  la 
conique  est  rapportée  à  son  centre.  Soient  x  et  y  les  coordoimées 
d'un  sommet  quelconque  de  la  conique  (5),  qui  se  trouve  rapportée 
à  son  centre. 

Le  cocfticient  angulaire  de  l'axe,  qui  passe  par  ce  sommet  (a:, 
y),  est 
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(7) 

m  =  -  » 

X 

tantl 

iisque  celui  do  la  taugeute  au  même  sommet  est 

(8) 

Comme  aux  sommets  de  la  courbe  (5),  et  à  ces  sommets  seuls,  la 
taugeute  est  peri^eudiculaire  au  diamètre,  qui  aboutit  au  poiut  de 
coutact,  les  coefficicuts  angulaires  ?m  et  m'  devront  satisfaire  à  l'éga- 
lité de  condition 

1  -{-  mm'  =  0, 

qui  existe  pour  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles,  lorsque  les 
axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires. 

Ou  trouve  ainsi  que  les  deux  coefficients  angulaires  (7)  et  (8) 
sont  liés  entre  eux  par  l'égalité 

qui  fournit  l'équation  aux  axes 

f'         f' 

(XII)  J^^-^^. 

X  y 

Ainsi,  Pour  des  coordonnées  rectangulaires,  lorsque 
l'origine  est  au  centre  de  la  conique,  les  coordonnées  de 
tout  sommet  sont  proportionnelles  aux  dérivées  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  de  la  conique,  prises  respec- 
tivement par  rapport  à  ces  coordonnées. 

Puisqu'  on  a 

A  =  2(Ju;  +  %),    f',j=^^2{Bx^Cy\ 

l'équation  (XII)  revient  à 

Ax-\-By        Bx-\-Cy 

(XIII)  — ^^  -  -  — — -• 

X  y 

On  en  conclut  que 

{Bx  +  Cy)x  -  {Ax  +  By)y  =  0, 
ou 

(XIV)  Bx'^—  {A—  C)xy  —  By-^  =  0 

est  l'équation  aux  axes  de  la  conique,  lorsque  la  courbe 
est  rapportée  à  son  centre. 

Cette  équation  peut  se  tirer  de  l'équation  (I),  (lui  se  rapporte  à 
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uuc  origine  quelconque,  en  y  remplaçant  les  dérivées  par  les  variables 
elles-mêmes. 

L'équation  (XIV),   étant  résolue  successivement  par  rapport  à  x 
et  à  ;y,  fournit  les  équations  séparées  des  deux  axes,  qui  sont 

X  _  ^_— C'^yiy2-|_(^_£'|â  ^  A  —  C±R 
^^^^  y~  2B  ~         2B        ' 

ou 

y        C—A  ± V^^-\-(A~C)^       C— A±R 


(XVI) 


2B  2B 


Exemple.    Trouver  les  équations  des  axes  de  l'ellipse 

2x^—2xij-\-7/  —  l=0. 

Eu  ayant  recours  à  la  formule  (XVI),  on  trouve  que  ces  équations 

sont 

1  +  V5 
?/  =  — 2~-^'- 

*  8.    Si  les   axes   des  coordonnées  sont   obliques,   les 
coefficients  angulaires 

y       ,       f'x 

X  f  y 

de  l'axe  de  la  conique  (5),  qui  aboutit  au  sommet  (a-,  ?/),  et  de  la 
tangente  à  ce  sommet  devront  satisfaire  à  la  condition  de  perpen- 
dicularité 

1  -|-  mm'-\-  {m -\-  m')  COS  Q  =  0, 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

—  m' _1 

l-\-mco^6  ~  m-|-cos0 

Remplaçant  m'  et  m  par  les  valeurs   ci-dessus,   on  trouve  que 
l'équation  aux  axes  sera,  dans  ce  cas, 

f'  f'i 

^^^^  ^^4^^y;^ôsô  ^  y-f  x-cose" 

Si  l'on  substitue  à/':c  et  /',/  leurs  expressions 
2{Ax^By)     et     2{Bx-^C,j\ 
l'équation  précédente  prendra  la  forme 

A  X  -\-  By  Bx  -\-  C'y 


(XVIII) 


x-\-yGQ?,H       ?/-j-*cos0 


des  foyers  et  des  directrices  dans  Jes  secliot)s  coniques.  13 

et  pourra  s'écrire 

(XIX)        {B—Aco^e)x^  —  {A—C)xy  —  {B—CQO%e)y~  =  0. 
Il  est  à  remarquer  que  les  quantités 

x-\-yCO%d,     y-\-xCO?>d 

sont  les  projections  orthogonales  du  demi-axe,  qui  aboutit  au  sommet 
(x,  y),  sur  les  deux  axes  de  coordonnées.  L'équation  (XVII)  prouve 
donc  que 

Les  projections  orthogonales  d'un  axe  de  laconique, 
sur  les  deux  axes  de  coordonnées,  sont  proportionnelles 
aux  dérivées  de  l'équation  de  la  courbe,  prises  respec- 
tivement par  rapport  aux  coordonnées  de  l'une  des  ex- 
trémités de  cet  axe. 

L'équation  (XIX),  étant  résolue  successivement  par  rapport  à  x 
et  à  y,  donne 

X  _  ^— C  +  VÛ— C)^+4(g— ^cos^)(^— Ccos(9) 

ou 

y  _  C—A±-V{A—C)^-\-^B—Acosd){B  —  Cco^e) 
(XXI)    ^-  2(5— C'cosô) 

pour  les  équations  séparées  des  deux  axes. 

Exemple.  Déterminer  les  équations  des  axes  de  l'hy- 
perbole 

a;2_3^.^_j_^2_|_i=o, 

sachant  que  les  axes  de  coordonnées  forment  entre  eux 
un  angle  de  60*^. 

Nous  avons 

cose  =  COS600  =  1,    ^  =  C  =  1,    B  =  — f, 
ce  qui  donne 

^— e  =  0,    i?— .4COS0  =  5— C'cos^  =  — 2, 

d'où  R'  =  4.    L'équation  aux  axes  (XX)  deviendra  ainsi 

X       ^ 

-  =  +  1 
1/ 

ce  qui  fournit,  pour  les  deux  axes,  les  équations  séparées 

X-\~y  =  0,     X  —  y  =  0. 
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9.  Autre  Méthode,  pour  déteruiiuer  l'équatiou  aux  axes  des 
couifiues  à  centre.  Le  procédé,  que  nous  venons  d'employer,  pour 
déterminer  les  axes  des  coniques  rapportées  à  leur  centre,  peut  aussi 
servir  à  trouver  les  axes  des  coniques  rapportées  à  une  origine 
quelconque. 

Soient  x  ci  y  les  coordonnées  d'un  sommet  quelconque  de  la 
conique  (1),  a  et  ft  les  coordonnées  du  centre  de  cette  conique. 

Le  coefficient  angulaire  de  l'axe,  qui  passe  par  le  sommet  (a,  y), 
est 

y  —  l> 

X  —  «' 

tandisque  celui  de  la  tangente  au  même  sommet  est 

m  =—  =7-. 
^  IJ 

Si  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  ces  coefficients  devront 
satisfaire  à  la  condition  mra-\-\  =  0,  ce  qui  fournit  l'équation  aux 
axes 

(9)  {y  -  h)F':,:  -  (x  -  a)F',j  =  0. 

On  peut  donner  à  cette  équation  une  forme  indépendante  des 
coordonnées  a  et  h  du  centre.  En  effet,  nous  avons  les  deux  systèmes 
d'égalités 

2Ax-\-2By-\-2D  =  F\c,     2Bx-\-2ay-{-2E  ==  F'y, 
2Aa-\-2Bb-\-2D  =  0,         2Ba -\-2Cb-\-2E  ^  0. 

Prenant   la  différence  entre  les  égalités,  qui  se  correspondent  verti- 
calement, nous  obtenons  le  système  des  deux  équations 

2Aix-a)-\-2B(y-b)  =  F'^, 
2B{x-a)-^2C{y-h)  =  F'y. 

On  en  tire,  pour  x — a  et  y — h,  les  valeurs 

BF'y  —  CF'^.  ,        BF'o:  —  AF'y 

(10)  «— «=   2{B'^-AC)'       ^--'  =  ^^^"=^0)' 

qui,    étant  substituées   dans  l'équation   (9),  la   transforment  dans  la 

suivante 

BF'\  —AF',F',,  —  BF'-\j-^CF'xF'y  =  0, 
ou  dans 

i^F'-c  —{A—  C)F'xF'y-~BF'%  =  0, 

qui  n'est  autre  que  l'équation  (I)  du  n*'  1. 

*  10.    Si  les  axes   de  coordonnées  sont  obliques,  les 
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coefficients   angulaires  m  et  m'  devront  satisfaire  à  la  relation  de 
condition  l-\-riim'-\-{m-\-m.')co'èd  =  0,  ce  qui  fournit  l'équation 


{y-b)F',        (y-b        F' A 


ou 


(y  —  h)  {F'r  —  COS  6F', j)  —  (x-  a)  (F' y  —  COS  dF',-)  =  0. 

Eu  substituant  à  y  —  b  et  x  —  a  leurs  valeurs  (10),  on  obtient  l'équa- 
tion aux  axes 
(BF'a:  —AF',,)  {F'r  —  COS  e)F' ,,—  {BF' ,j—  CF'r)  {F' y  —  COS  e)F'y  =  0, 

qui  n'est  autre  que  l'équation  (IV) 

{B  —  Ccos  e)F'\  —  {A  —  C)F'x  F' y  —  {B  —  .Icos  e)F'\j  =  0 

du  nO  3. 

§  II.     Grandeur  des  axes  dans  les  coniques  à  centre. 

11.     Longueur    des    axes    des    coniques  à  centre.     Admettons 
d'abord  que  les  axes  de  coordonnées  soient  rectangulaires. 

Considérons  la  conique  (5)  du  n"  5,  ou 

(1)  f(x,  y)  =  Ax-^  +  2Bxy-\-Cy^-\-  H  =  0, 

qui  se  trouve  rapportée  à  son  centre.  Si  x  et  y  désignent  les  coor- 
données d'un  sommet  quelconque  et  R  le  demi-axe,  qui  aboutit  à  ce 

sommet,  nous  avons 

x-^-\-y^-  =  R^. 

Nous  avons  trouvé  au  u'^  7  (formule  XIII),  que  x  et  y  sont  liés 
entre  eux  par  la  relation 

Ax  -\-  By        Bx  -\-  C'y 
x  y        ' 

Multiplions  les  deux  termes  de  la  première  fraction  par  s-,  ceux  de 
la  seconde  par  y.,  et  ajoutons,  terme  à  terme,  les  deux  fractions  ré- 
sultants; il  nous  viendra 

Ax-{-By  _  Bx-\-Cy  _  Ax^-\-2Bxy-{-C'i/ 
X  y  x-'-\-y- 

Mais,  le  sommet  (x,  y)  appartenant  à  la  conique  (1),  le  numérateur 
de  la  troisième  fraction  est  égal  à  — H;  d'ailleurs  son  dénominateur 
est  égal  à  R^.    Nous  avons  donc  les  deux  équations 

Ax-\-By  _  Bx-{-Cy H_ 

X  V  R^ 
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qui  nous  fournissent  les  deux  relations  fondamentales 

entre  les  coordonnées  a;  et  y  d'un  sommet  et  le  de  m  i  -  a  x  c 
7? ,  qui  aboutit  à  ce  sommet. 

Ces  deux  équations  sont  du  premier  degré  en  x  et  ?/•,  elles  sont 
d'ailleurs  homogènes.  Puisqu'elles  sont  compatibles,  leur  déterminant 
est  nul;  ce  qui  fournit  l'égalité 


AJÏ^-\-H        BR^ 

BB^       cn^-^-H 


(AR^  +  H)  (CR^  -i-H)  —  B^R^  =  0. 

Nous  obtenons  ainsi  l'équation  des  axes 
(II)  {B^—AC)R^  —  {A-^C)TTR^ _ iy2  _  q, 

d'où  nous  tirons  les  carrés 

,TTT^  7?2  _  ^    A^C±ilB^-^U-C)^ 

Uii;  ^t        2  •  R^  —  AC 

des  demi-axes  de  notre  conique  (1). 

y 

12.     Signes  qui  se  corresnondeut  dans- les  expressions  de  -  et  R^. 

X 

Chacune  des  deux  équations  (I)  rcjn-ésente  l'axe  qui  contient  R;  on 
pourrait  remplacer,  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations,  7?^  par 
ses  valeurs  (III),  pour  avoir  les  équations  des  deux  axes  do  la  co- 
nique (1),  équations  que  nous  avons  déjà  trouvées  au  n*^  7. 

Nous  proposons  de  déterminer  le  signe  dont  il  faut  affecter  le 
radical  dans  (III)  pour  avoir  l'équation  (XV)  ou  ré(iuation  (XVI) 
du  n*^  7. 

y 
D'abord  nous  pouvons  déterminer  le  cocfticieut  augulaire  -  de 

l'axe  qui  contient  R,  en  tirant  du  système  des  deux  équations  (I)  une 
nouvelle  équation,  dans  laquelle  le  multiplicateur  de  7j  est  débarrassé 
du  facteur  R^. 

Pour  cela,  multiplions  la  première  des  équations  (I)  par  C,  la 
seconde  par  B  et  retranchons  le  premier  produit  obtenu  du  second. 
Nous  trouvons  ainsi  l'équation 

(IV)  BHu  -{-(B'-^—A  C)R^x  —  CHx  =  0. 
On  aurait  de  même 

(V)  BHx-\-{B-^—AC)R^y  —  AHy  =  0. 
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Cela  fait,  l'équation  (IV)  ci-dessus  nous  donne 

X  ~  BÈ  ' 

mais  nous  avons  aussi,  par  l'équation  (XYI)  du  n**  7, 


y 


C—A±V4:B-'^-{-(A  —  Cf 


X  2B 

Egalant  ces  deux  expressions,  on  obtient  l'équation 

—  {B'-^—AC)R^-\-CH_  C  —  A±ilB^-^{A—CY 
BH  ~  2B 

ou 

(B^  —  AC)R-  ,  C—A   ,    ,    /— — , 

qui  donne  pour  7?-  la  valeur 

ij  A  +  c + V4ïi-'+  (A—  cy^ 


i?2  = 


2  B'^  —  4.AC 


y 
Ainsi,  dans  les  expressions  de  -  et  ^^,  qui  correspon- 
dent à  un  même  axe,  le  radical  ^/ ^B'^-\-{A — 6')^  ou  R  doit 
toujours  être  pris  avec  des  signes  contraires. 

13.    Exemple  I.    Les  carrés  des  demi-axes  de  la  conique 

sont 

^__9    5  +  2+y4.2''  +  (5  — 2)^       9  7±5 
2"  22-5.2  ~2"    6     ' 

ou 

Exemple  II.    Calculer  la  longueur  des  axes  de  l'hyper- 
bole 

3a;2-f  12a-j/— 2/  +  294  -  0. 

Nous  avons  ici 

B'^'  —  AC  =  42,    V45-+(^— C')2  =  13,     H  =  —  294. 

Les  carrés  des  demi-axes  sont  ainsi 

7.0       ,..   1±13       7(1  +  13) 

^"  =  1^^'  ■  ^t2~  = 2 ' 

de  sorte  que 

j,„.  ,  Z(L+_Î3)  ^  ,9_     ^,.  „  70=13)  ^  _,, 

2 
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*  14.     Grandeur  des  axes  pour  des  coorrtoiiiices  obliques.     Les 

coordonnées  x  et  y  du  sommet,  auquel  aboutit  le  demi-axe  7?,   sout 
liées  outre  elles,  daus  ce  cas,  par  la  relation  (XVIII)  du  n'^  8,  qui  est 

Ax-\-By  Bx-\-Cy 


x-j-yCOSO        y-\-x(iO'S,d 

Multiplions  les  deux  termes  du  premier  rapport  par  a-,   ceux  du 
second  par  y,  puis  ajoutons  terme  à  terme;  il  nous  vient 

Ax-]-By  Bx^Cy  Ax^-\-2Bxy -\-Cy-^  H 


x-\-yC0s6        y-\-xCOSd        x~ -\- y'^-^2xycos0  R^ 

Nous  en  tirons  les  deux  équations 

I      {AR^-\-H)x  +  {BR'-^IIco^B)y  =  0, 

dont  le  déterminant  est  forcément  nul. 

La  grandeur  des  demi-axes  est  donc  fournie  par  l'équation 

{BR--{-  /7cos  ey-  —  (AR^  +  //)  iCR^-\-  H)  =  0, 
qui  revient  à 

(VII)  {B-  —  AC)R^—  {A—  2B  cos  0  -|-  C)HR-  —  IlHm^B  =  0, 
et  donne  (n"  î5) 

(VIII)  

_  -ff  A  —  2Bco^e-\-C±iA{B  —  Aco%B){B—Cco^6)-\-{A  —  C')^ 

2*  B'^  —  AC 

pour  les  carrés  des  deux  demi-axes  de  la  conique. 

La  somme  des  carrés  des  inverses  des  demi-axes  est  égale  à 
^— 2^cos<9+C' 

pour  des  coordonnées  obliques,  et 

__Aj±C 
~      H 

pour  des  coordonnées  retangulaires. 

Exemple.   Calculer,  pour  6  =  60'',  la  grandeur  des  axes 

de  l'hyperbole 

x^  —  2>xy-];-y--\-o  =  0. 

Puisque  cos  6  =  |,  il  vient 

^— 2i?cos0+C  =  |; 
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on  a  d'ailleurs 

A—C=0,    B—Acose  =  B—CcosO=^—2, 

ce  qui  donne  9t'=  4;  et  comme 

on  trouve  que 

_  o    i±4 _  „    14  +  16  _  3(7  +  8) 
^■'-^-     A     -t---   5        -        5       • 

Ou  en  tire  les  valeurs 

3(7  +  8)_  3(7-8)  ^_, 

^^     ~        5        ~  ^'  5  '■>' 

15.  Méthode  du  cercle  bitangent ,  pour  le  calcul  de  la  gran- 
deur des  axes.  Cette  méthode  est  simple  et  élégante;  elle  est  fré- 
quemment employée  et  mérite  d'être  signalée. 

Coupons  la  conique  (1)  par  uu  cercle  concentrique 

(2)  x2+/-iî^'  =  0. 
L'équatiou 

(3)  (A-irk)x''  +  2Bxy-\-iCi~X)u-^-\-H-XR^  =  0, 

où  k  est  une  constante  arbitraire,  représentera  toutes  les  coniques, 
qui  passent  par  les  points  d'intersection  des  deux  courbes  (1)  et  (2). 

Si  nous  disposons  de  l'indéterminée  A,  de  manière  à  rendre 
l'équatiou  (3)  homogène,  ce  qui  revient  à  poser 

H=  IR-  =  0, 
ou  à  prendre 

l'équation 

(4)  (^  +  §)  a-^+  2B.y  -\-  (C+  §)  /  =  0, 

qui  en  résultera  pour  (3),  représentera  le  système  des  deux  sécantes 
communes  aux  deux  courbes  concentriques  (1)  et  (2),  qui  passent 
par  leur  centre  commun. 

Ces  deux  sécantes  (4)  se  réduiront  évidemment  à  une  seule,  et, 
par  suite,  le  cercle  (2)  sera  bitangent  à  la  conique  (1),  si  le  premier 
membre  de  l'équation  (4)  devient  un  carré,  en  d'autres  termes,  si 
l'on  a 


^^-(^+l)Kf^)=°- 


Dans  ce  cas  la  sécante  double  sera  perpendiculaire  aux  tangentes 

2* 
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menées  par  ses  extrémités.  Cette  sécante  double  sera  donc  un  axe 
de  la  coni(]ue  (1),  et  la  valeur  de  7?,  fournie  par  l'équatlou  précé- 
dente, exprimera  la  grandeur  de  la  moitié  de  cet  axe. 

Nous  retrouvons  ainsi  la  même  équation 

jB27î4  _  (^47^2  _^  7/-)  (C7^'-|-  //)  =  0 

que  celle  (II),  qui  a  été  fournie  par  la  méthode  du  n'^  11. 

*  16.  Si  les  axes  de  coordonnées  sont  inclinés  entre  eux  d'un 
angle  0,  l'équation  du  cercle  concentrique  à  la  coni(iuc  (1)  sera 

(5)  a;2-l-/-j-2a-^COS0  — 7e-'=  0, 

et  les  courbes  du  second  degré,  qui  passent  par  les  points  d'inter- 
section de  la  conique  (1)  et  du  cercle  (5),  seront  représentées  par 
l'équation  générale 

(^  +  A)a;2-|-2(i^-f-Àcose)x^+(C'  +  A)/  +  7/— Aie-"  =  0. 

En  rendant  cette  équation  homogène  par  la  valeur  A  =  ^. 
l'équation  résultante 

représentera  le  sj-stème  des  deux  sécantes  communes  à  la  conique  (1) 
et  au  cercle  (5;,  qui  passent  par  leur  centre  commun. 

Ces  deux  sécantes  communes  se  réduiront  à  un  axe  commun,  si 
le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  est  un  carré,  c'est-à- 
dire,  si  l'on  a 

{BR^^H(io%e)^-{AR^-\-H){CR'--{-H)  =  0. 

On  retrouve  ainsi  l'équation  (VII)  du  n^  14. 


§  III.     Sommets  des  coniques  à  centre, 

17.  Carrés  et  Eectan^le  des  coordonnées  d'au  sommet  eu  va- 
leur du  demi-axe,  qui  aboutit  îl  ce  sommet.  Soient  x  Qi  y  les  coor- 
données du  sommet,  qui  termine  le  demi-axe  R.  Lorsque  les  axes 
de  coordonnées  sont  rectangulaires,  ces  trois  quantités  a-,  y  Qi  R  sont 
liées  entre  elles  {n^  11)  par  les  relations 

{     BR'-x  +  (CR'-\-H)y  =  0, 
^^  \     BR-^y-{-{AR^-\-H)x  =  0 

ainsi  que  par  l'égalité 

x^-\-y^'  =  RK 
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Les  relatious  (1)  uous  douuent 

!x_       CR^-]-H 
y  _       AR^-{-H 

Mais,   si  l'on   multiplie  les   relations   (1)   respeotivemeut  par  x  et  y, 
et  que  l'ou  ajoute  les  produits,  ou  aura  aussi  l'égalité 

^i?-V4-Z/-)  +[(^+  C)R'-{-2H]xy  =  0, 
d'où  ou  tire,  eu  se  rappelant  que  x--{-i/'^  =  E'^, 

Multiplions  par  ce  produit  chacun  des  rapports  (2)  ;  il  nous  vient 

(CR^-{-H)R-^ 
{A-\-C)R'^-{-2H: 
(^) 

„  _      (AR^-\~H)R-^ 

^"  ~  {A-{-C)R'-f2H 

Les  expressions  (4)  et  (3)  peuvent  se  siniplitier. 
En  effet,  si  nous  multiplions  par  H  les  deux  termes  de  chacune 
d'elles,  le  dénominateur  commun  deviendra 

{A-\-C)HR--{-2ir~. 
Mais  l'équation  (II)  des  axes  (n"  11)  fournit  la  valeur 

(A-i-C)HR'-^2H'  =  2{B^'  —  AC)R^  —  {A-]-C)HR^ 

=  R^{:2[B^—AC)R^  —  {A-\-C)H^; 
et,  si  uous  posons 

(I)  iW^-\-{A—CY'  =  ^, 

l'équation  résolue  (III)  des  axes  (n*^  11)  nous  donne 

2{B^  —  AC)R"  —  {A-\-  C)H=±  9t. 

Nous  trouvons   ainsi  que  les   expressions   (4)  et  (3)  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme  plus  simple 

,        CR-'-{-H 

(II) 


AR^-^H 


'  -      d:9t 
—  BR- 
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18.    Coordonnées  des  sommets.    L'équation  résolue  (III)  des  axes 
(n''  11)  nous  donne 

^^  ~"2'    B^—AC   ' 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  les  expressions  précédentes  (II), 
celles-ci  deviennent 

,       .,  CH  ,  H  2B^-\-C(C—A) 


2(i?2-^C)  ^  2{B^~AC)  ■  ^AB'^-i-iA-c/ 

_  __4H__    ,  H  2B^-\-A{A—C) 

(III)     <     y  -  2{B^—AC)  -  2{B-'  —  AC)  '  ^Ib'^-^  {A—  C)^^' 

—BH //  B{A-[-C) 


1    -^^     2(2i^'-^t')-^  2(2^2 _^e)  yiB^Tjr(i^rë)^2- 

De  ces  trois  formules  on  tire  les  égalités 

(a; -h 2/;    -      ■2jri-AC)      -- 2{B-^—AC)^\B'^  —  AC)m.' 

(^  +  2i^4-C')g  g9ï  (yi+(7)2?ij- 

(«      2/;    —     2(jB2_^C')       —  2(i;2_^^)  ±  (2f2_-^C)9r 

qui  donnent  les  valeurs  de  x-\-y  et  de  x  —  2/,  par  suite  celles  de  x 
et  de  y. 

Dans  les  formules  (III),  les  signes  supérieurs  se  correspondent, 
ainsi  que  les  signes  inférieurs. 

19.  Equation  aux  abscisses  et  Equation  aux  ordonnées  des  quatre 
sommets.  Soient  ira:',  +z/'  et  +x'\  ±_y"  les  coordonnées  des  quatre 
sommets.    Puisque  (u*^  18) 

CH  H  2B''-{-C(C-A) 

^    ~  2{B'^  —  AC)'^  2{B'-  —  AC]'  3t  ' 

„„  CH  H  2B^-\-C{C—A) 


2{B-^  —  AC)        2{B'^  —  AC)  9t 

nous  aurons  d'abord,  en  ajoutant, 

)<>  I     tt2 C'"-       ' 

«    i-a;     -  B^  —  AC' 

puis,  en  multipliant, 

Le  facteur  entre  crochets  revient  à 
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C2[4i^2_^(.l-6')^]  -{■2B'-  +  C"  —  ACy:=—i:B'^(B^  —  AC); 

par  suite,  il  vicut 

H^  B'^ 


nous  eu  concluons  que  x'-  et  x"'^  sont  les  deux  valeurs  que  l'cquatiou 

(IV)  (B-^  -  AC)x^  -  CHx'  -  4^2ipf^-^  =  0 

fournit  pour  x--. 

Cette  équation  donne  les  abscisses  des  quatre  sommets. 

On  verrait  de  même  que  les  ordonnées  des  quatre  sommets 
s'obtiennent  par  l'équation 

*  20.  Carrés  et  rectangle  des  coordonnées  d'un  sonunet  en  va- 
leur du  demi-axe,  qnî  aboutit  à  ce  sommet  (coordonnées  obliques). 
Les  relations  entre  x,  y  et  11  sont  ici  (n*'  14) 

{AR-^H)x'^{B'R^^HzQ%B)ij  =  0, 

{CR--\'H)y^{,BR^-^Hzm^)x  =  0, 

*^+r +2.fZ/cos6  — 72-'  =  0. 


Elles 

.  donnent 

a;^                       —  xy 

y' 

CR'^-{-H'~  BR'^-{-Hco^e  " 

AR^-\-H 

x'^-^y^-\-2xyQ.0?,f) 

HR^- 

{A  —  2Bcosd-\-  C)R--\-2Hsm^6      (A—2Bcose-{-C)HR^-\-2H'^sm^e 
Or,  en  vertu  de  l'équation  (VU)  du  n'^  14,  nous  avons 
(.4 —2i?cos0+ C)i7i2-  + 27/2  sin20 
=  2(5-  — ^C)7Î^— (.4—  2Bco&6-^C)HR^; 

par  conséquent  la  dernière  fraction  se  réduit  à 

1 

2(B'^  —  AC)-rr  —  (A—2B  cosÔ  4-C) 

12 

ou  eu  aj^ant  égard  à  l'équation  résolue  (VIII)  du  n*'  14,  et  en  posant 
(VI)  y4(i?—  ^cos0)  {B  —  Ccos0)  +  (^  —  (7)2  =  9t', 

notre  fraction  devient  simplement 
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1 

±9Î'' 
Nos  égalités  fournissent  ainsi  les  expressions 


r2 


(VU)  i  .f = ^-^iA 


xy 


-\-di' 


*  21.     Coordonnées   des   sommets    (Axes    obliques).     L'équation 
résolue  (VIII)  des  axes  (n^  14)  nous  donne 

H  A  —  2Bcosd-^C±'Ùi' 
2  ■  B-'  —  AC 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  expressions  précédentes  (VII)  ;   elles 
deviennent 

(VIII) 

CH  H  2B(B—Ccosd)-\-CXC—A) 


*         2{B^—AC)  —  2{B'—AC)    yA{B—AcosB){B'Ccos6)-^{A—C'f' 

2  _  AH  _^ff 2BiB-Acosd)^AiA-C) 

y    —  2{^B-^—AC)  —  2{B-^—AC)'iUB—Aç,Q%d)i^B—CzQse)^{A—Cf 

-^BH       ,  H  B{A+C)—^ACco%e 

^^  ^  2{B-^—AC)  —  2{B'^-Icj  '  V4:{B—Acosd)  (B—Ccose)-\-iA—Cy^' 

De  ces  trois  formules  on  peut  tirer  les  valeurs  de  (x-{-y)-  et 
(x  —  7/)^,  et  par  suite  celles  de  x  et  y. 

*  22,  Equation  aux  abscisses  des  quatre  sommets  (axes  obli- 
ques). Comme  ci-dessus  (n'^  19),  on  verra  par  la  première  des  équa- 
tions (VIII),  que  l'on  a 

CH 
B-^—AC' 


H-^  (B  —  Ccosd)^ 


'2V2  _ 


B'^—AC  4(Z?  — ^cose)(^  — C'cos6>)  +  (^  — C)2 
On  en  conclut  que 

(B—Cco^ey-H^ 


(IX)  {B^—AC)x^—CHx^- 


4{B—Acosd)  {B—Cdos6)^{A—Cy^ 
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fournit  les  abscisses  des  quatre  sommets  de  la  conique,   dans  le  cas 
où  les  axes  de  coordonnées  comprennent  entre  eux  un  angle  6. 

On  trouverait  de  même  que 

(X)  (0— .4cV-^4/rr-^(^_^^,osQ)(^_ccose)  +  u-C)2  =  ^ 

est  l'équation  aux  ordonnées  des  quatre  sommets   dans  le  cas  d'axes 
obliques. 


§  IV.     Foyers  des  coniques  à  centre. 

23.  Carré  de  la  demi-distance  focale.  Les  coniques  à  centre 
ont  deux  systèmes  de  doubles  foyers:  deux  foyers  réels,  qui  sont 
situés  sur  le  grand  axe  ou  l'axe  transverse  de  la  courbe,  suivant  que 
celle-ci  est  une  ellipse  ou  une  byperbole;  et  deux  foyers  toujours 
imaginaires,  qui  correspondent  à  l'autre  axe  de  la  conique. 

A  ces  deux  systèmes  de  foyers  répondent  deux  distances  focales, 
dont  la  seconde  est  toujours  imaginaire-,  ainsi  que  deux  systèmes  de 
doubles  dii'ectrices ,  dont  les  deux  dernières  sont  aussi  constamment 
imaginaires. 

Considérons  la  conique 
(1)  /C-^:  ^)  =  A.c'-\-2Bxy-\-C/-+  H=0, 

qui  est  rapportée   à  son  centre.    Les  deux  demi-axes  E'  et  K"  sont 
données  par  les  formules  (n'-  11) 

H    ~  B'^—AC  ' 

■2R'"'       A  -h  C  -  i/Ib'-^{A—CY~ 


H  B-^  —  AC 

lorsque  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires. 
Si  donc  2c  représente  la  distance  focale,  on  aura 

c^  =  ±{R"-  —  R"-). 
Par  conséquent  les  carrés  des  deux  demi-distances  focales  seront 


(I) 


—  B--  —  AC 


*  24.    Si  les   axes  de  coordonnées  sont  obliques,  on  trouvera, 
par  la  formule  (VIII)  du  n'^  1-4,  que 
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(II)  c2  =  + 


B^—AC 


25.    Coordonnées  des  foyers.     Désignons,   en  général,   par  «,  ^ 

les  coordonnées  du   foyer  situé  sur  le  demi-axe  R  et  par  a-,  y  celles 

(lu  sommet  auquel  aboutit  ce  demi-axe.     Xous  avons  évidemment  les 

proportions 

«/3       c 

X       y       R 
quelque  soit  l'angle  des  axes  de  coordonnées.     On  en  conclut  que 

0       O  0       0  2 

(2)  «^  =  7;-,  .    i3-  =  j^.r'    «^  =  -^- 

Dans  l'expression   de   a-,  mettons,  à   la   place   de  c-    sa  valeur 

+  -yj^ T7,  tirée  de  (I),  et,  à  la  place  de  x-,  sa  valeur  (II)  du  n'^  17; 

il  nous  viendra 

H        [      .   H 


Mais  l'équation  (II)  des  axes  (n*'  11),  pouvant  s'écrire 

-^  +  2(^+C')^,y-4(i?2-.IC')-0, 
donne 

et,  par  suite, 

9  rr  • 

On  a  donc  en  général,  pour  des  axes  rectangulaires 

("^^  {  ^'  =  2{B'^-AC)  [.A-C±VlB-^-{-{A-Cfl 

—BH 


B-  —  AC 

26.    Equation  aux  abscisses   dés   foyers.     Soient  jz  "'  et  a"  les 

abscisses  de  nos  quatre  foyers.    Nous  avons 

^^    ^^^^[C-A-\-ViB'-]-iA-Cr]' 


2{B''^—AC) 
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«""  =■  2(B'-AC)  [C-A-ViB'+U-m. 

d'où  nous  tirons 

,         „^       HjC-A) 
«    +«     =    B'^-AC 

B^H^ 


{B'^  —  ACy^ 

Nous  en   concluons   que  l'équation  aux  abscisses  des  foyers,   et, 
par  suite,  celle  aux  ordonnées  sont  respectivement 

{B^-AC)câ  +  {A-C)Hct'^^^^j^  =  0, 
(IV) 

\    iB^-AC)^^-{-{C-A)H^-^-^^,=  0. 

*  27.    Coordonnées   des   foyers   pour    des    axes  obliques.    Les 

équations  (2)  nous  donnent 


r2  = 


remplaçons  c^  par  sa  valeur  (II)  du  n°  24,  valeur  que  l'on  peut  mettre 
sous  la  forme 

"~  —  b-^—aC 

en  tenant  compte  de  la  notation  (VII)  du  u*^  14-,  nous  aurons 

2  _  JB"- —  AC)R'^a^        ,  _  {B^--AC)R^  _  {B^- - AC)R^a§ 

""    ^  ±Hdi        '    y  —  ±HM       '■'     *^~  ±H'Ùi 

Mettons  ces  expressions  dans  dans  les  formules  (VIII)  du  u*^  21,  nous 
obtiendrons  des  égalités,  des  quelles  nous  tirons  les  valeurs 

(3)  I 

fi       -g   /,,  ,  ifcose\ 

Mais  l'équation  (VII)  du  n"  14,  étant  mise  sous  la  forme 
sm^d-^^-\-{A—2Bcosd-{-C)j^^—{B^  —  AC)  =  0, 


B' 

—  AC 

H 

^  B-^ 

—  AC 

- 

-H 

A  —  C-\-  2{B  —  C'cos  6)  cos  <9 
[                   2sm''6l 

9r  1 

—  2sin^0_ 

'^          B'—AC 

"C— ^  +  2(i^  — ^cos(9)cos^          W    ' 

—H 

"^-'B-^-AC 

"27i  — U+C)  cos  ^  ,  9î'  " 
2sin2fy            —  2siu^iy. 

• 
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pins  résolue  par  rapport  a  ^^;,  nous  donne,  on  faisant  usage  de  l'abré- 
viation du  u"  20, 

JI^ ^— 2iJcos0  +  C'  9i' 

R'^~  2sin20  —  2sln20* 

Substituons    cette  valeur  dans  les  expressions  (3) ,    nous   aurons 
enfin,  i)our  les  coordonnées  des  foyers,  les  formules 


(V) 


où  il  ne  faut  pas  oublier  que 

M'  =  V4:{B  —  AcosO){B  —  C'cosëj^ÏA^C)^ 
=  V4{B-^  —  AC)  sin^ë -PÔ4^277cos  8  -f  Cf. 

*  28.  Equation  aux  abscisses  des  foyers  (Coordonnées  obliques). 
Par  la  première  des  trois  formules  (Vj,  ou  trouve  facilement,  en 
séparant  les  signes  do  ih^i",  <ine 

,,  ,     „,             H         C'—A-^2iB—Ccos6)cose 
«■  +  «-  =  W^AC sïn^ë  ' 

'2  "2—  _-^_    (B-CcosBfH 
"   "     —  B'^ —A  C   {B-  —  A C) ^m^d ' 

Nous  en  concluons  que 

(VI) 

{B C'cosô)^//^ 

(£2— ^Osin^Ôa^— [C— ^1+2(Z?— Ccos6)cos0]//«2_^--p--^^— =0, 

est  l'équation  aux  abscisses  des  foyers,  pour  des  axes  obliques 

L'équation  des  coordonnées  des  quatre  foyers  est  de 
même 

(VII) 

ÇB Aco^BfH^ 

{B--AC%m-6^^—\_A—C-^2{B—Aco^B)co?,(f]H^^'— — ^2::Zac — ^^' 

TE 

Si,  dans  ces  équations,  on  fait  6  ■-=  ^,  ou  retrouve  celles  (IV), 
qui  se  rapportent  à  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 
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§  V.     Diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse 
et  Asymptotes  de  l'hyperbole. 

29.     Graiuleur    des    (li;unètrcs    conjugués    égaux    de    l'ellipse. 

Soit  G  la  longueur  de  l'uu  de  ces  demi-diamètres.    Puisque 

2G'^  =  E'^  +  R"^, 
la  formule  (II)  du  n*'  11  nous  donne  immédiatement 


(I)  G'2  = 


2iB^  —  AC)' 


30.     E(jiuatioiis    des    diamètres    conjugués    égaux    do    l'ellipse. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  G,  et  m  le  coefficient 
angulaires  do  la  droite  OG,   O  étant  le  centre  do  l'ellipse 


(1)                                   Ax^-\-2Bxy-]-  Cy--\-H  =  0. 

Nous  avons 

y  =  vix,    x^A^y^  = 

G-\ 

et,  par  suite 

x^       y^         xy       x^-^-y"" 

Qî 

1         7ft-        VI        1  -|-  in^ 

~  l-f-m^' 

d'où  nous  tirons 

G^^           ,         G^^m^ 

Ghn 

^    ~l  +  m=^'      ^          1  +  m^' 

^■^-1  +  .. 

2' 

Mettons  ces  valeurs  dans  l'équation  (1)  de  l'ellipse;  celle-ci  devient 

{CG'^^H)m^^2BG^-m-^AG^-^n  =  0, 
ou,  en  remplaçant  C^  par  sa  valeur  (I), 

(252_^C2  — JC')m2  +  2(^+C)i^w4-2i^2_|_^2_^C'-_0. 
Nous  eu  concluons  que  l'équation 
(II)     (2B'^-\'A^  —  AC)x^-\-2{A-\-C)Bxy-^{^2B''-\-e-  —  AC)y''-  =  0 
est  celle  des  deux  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse. 
Les  équations  séparés  de  ces  diamètres  égaux  sont 

a\U        "^  =  -{A^C)B±iÛC—B'){_^&-\-{A—CY\ 

^     '        y  2B''-\-A^  =  AC 

ou 

y  _  -(A-{-C)B+V(AC-B^)[4.B^-\-{A-C)^-] 
^^         X  2B-^-^C'^—AC 
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31.  Angle  des  diamètres  coiijuçuées  de  l'ellipse.  Représentons 
cet  angle  par  F.  Le  parallélogramme  construit  sur  ces  diamètres 
étant  égal  rectangle  des  axes,  nous  avons 

G^%mV^  R'R", 
ou  (u"  11) 

c^'^sml^ 


-}/ac—  B'^ 
Remplaçant  G"^  par  sa  valeur  (I),  il  vient 

(V)  sm>=--^^3^,— 

Le  cosinus  du  même  angle  est 

d'où  on  déduit,  pour  la  tangente, 

2-VÂC—B'^ 


(VII)  tangF= 


y4^^-f  (^~C)2 


*  32.     Crrandeur  des  diamètres    conjuguées  égaux   de  l'ellipse 
pour  des  coordonnées  ol)li(nues.    L'équation  (VII)  du  n"  14  donne 

par  conséquent,  on  a,  pour  des  axes  obliques, 

{A  —  2Bçm6-\-C)H 


(VIII)  G^  = 


2(i?2_  AC) 


*  33.  Equations  des  diamètres  conjugnées  égaux  de  l'ellipse 
pour  des  axes  obliques.  Si  nous  conservons  les  notations  du  n"*  30, 
nous  aurons 


.2 


2^ ^y  _  ^'^-\-y'^-\- 2a,7 cos  a  G^ 


1         m^        m         l-f-OT^H-2?»cos0       \-\-m^-\-'lmç,ç>%B'' 
et,  par  suite 


X 


2    _  g'  2    _  G'^W? 

l  +  m^4-2wC0sl9'     ^^  "~  1-f  m2-|-2mcos0' 

G^m 


xy 


l-f-'«^-f-2TOCOS0 


Mettons  ces  valeurs  dans  l'équation  (1)  de  l'ellipse;   celle-ci  de- 
vient 
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y 
Si  uons  remplaçons  G-  par  sa  valeur  (VIII)  et  m  par  -,     nous 

trouvons  que  l'équatiou  des  diamètres  conjuguées  égaux  est 

(IX)  [A(A  —  C}-\-2B{B-~Acose)']x^ 

-\-2[A(I]—Ccose)-^C(B—Acose)xy-{-[CXC—A)-\-2B{B—Ccose)']y^-=0. 

Les  équations  séparées  de  ces  diamètres  égaux  sont  donne 

X       A(Ccose  —  B)-{-C(Acosft  —  B) 


(X) 


(XI) 


+ 


y  AiA—C)-\-2B{B  —  Acos6) 

yAC—B'-^Vl{B  — A cos  6)  {B— Ccos  ())-}-( A  — Cy-^ 
A{A— C)-{-2B{B  — A  cosO)  ' 

y  __  A(C cos  6  — B)-\-C'( A cos  B  —  B) 
X  ~      C{C—A)-\- 2B{B—  (7cos  B) 


_  -y AC—B'^y 4:{B  —  Aco%B){B  —  Cco^B)-\-{A  —  Cyi 
"^  C{C—A)-{-2B{B—  C'cos  6) 

*  34.    Âng^Ie  des  diamètres  coug'uées  égaux  de  l'ellipse  pour  des 
coordonnées  obliques.    Eu  vertu  de  l'équation  (VII)  du  n''  14,  ou  a 

R'R"=       ^^^"^ 


■^AC  —  B-^' 
par  suite  il  vient,  en  égard  à  (VIII), 

R'R" 

sin  F=  —^ 

ou 

,^,  .    ^,      2-}/AC  —  B'^.sme 

^^>  ^^^^^  ^-2i^cos0+C 

pour  le  sinus  de  l'angle  cherché. 

Le  cosinns  du  même  angle  est  donc 

,VT,                 ,,      —  V4(i^— ^cos  B)  {B—Ccosd)-\-{A—C)^ 
^^^^  '''  ^  = A-2BC0.B+C • 

On  en  déduit,  pour  la  tangente, 

2smBVAC—B'^ 


(XII)  tang  V 


VA{B  —  Acosd){B—CcosB)-\-{A—Cf 


35.    Equation  aux  asymptotes  de  Thyperbole.     Il   nous    reste  à 
déterminer  l'équation,  qui  fournit  les  deux  asymptotes  de  l'hyperbole 
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(2)  yl.r2  -[-  'iBxy  +  Cy^  +  2  Da:  +  2/r;y  +  i^^  =  0. 

Cette  équation  rcprésciisaut  une  hyperbole,  la  caractéristique 
B'^  —  AC  est  positive,  et  le  radical  y' lï'  —  AC  est  réel. 

Supposons  que  les  carrés  des  variables  ne  manquent  pas  tous  les 
deux  daus  l'équation  (2),  et  admettons  que  le  coefficient  C  de  y'^  soit 
différent  de  zéro. 

Résolvons  l'équation  (2)  par  rapport  à  y,  nous  obtenous  l'ex- 
pression 

Bx-\-E      1    / 

(3)  y  =  —  — ^  +  C'"^^^'  ~  -^  ^'^*' + ^^^^'  ~  ^'-^^^  +  ^'^'  ~  ^'^' 
ou 

Bx-^E   ,    R 

y  =  — c~±c' 

en  représentant  le  radical  par  Ji. 

Dans  l'expression  (3),  rendons  la  quantité  sous  le  radical  un 
carré  parfait,  en  y  remplaçant  la  partie  constante  E- — CF  par 
{BE—CDf 

iB^—AC  ' 

Si,  dans  le  résultat,  nous  représentons  par  ?/'  l'ordonnée  qui 
correspond  à  l'abscisse  x,  nous  aurons  l'équation 

,    Bx4-E  ,    1  /     /-- ,   BE—  CD\ 

(4)       ,'  -  -  +  -~f~  +  ^  (x  Vb'  -  AC+  ^::^-,) 

ou 

Bx±E       F 

y  =  — ^~  ±  c- 

o\\  nous  désignons  par  F  le  binôme  affecté  du  double  signe  +. 

L'équation  (4)  représente  évidemment  deux  droites. 

La  différence  entre  les  coordonnées  de  ces  droites  et  celle  de 
la  courbe  (3)  sera,  pour  une  même  abscisse  a-, 

,    1  ,    P2  — Jï2 

Mais  on  a 

r  ,  ,    {BE  —  CDf] 

P2_j22_    {B^-AC)x'^^2{BE-CD)x-^'  B^  —  Ac\ 

—  [(i^2_^c')a,2_|_2(i;i;_  CD)x^e:^-CF\ 

OU 

{BE  —  CDf       ,  ,  ,    .  „ 
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qui  est  uue  quantité   constante,   que  l'on  pourra  désigner  par  K.    Il 
nous  viendra  donc 

y'—  2/  =  ±  -^,  X 

X K 

y^       Kj^ cr)        * 

xVB'i—A  C-\-      ^  -\-^^{ir^—A  C)x^-\-2{BE—  CD)x-\-E^—  CF 

ou,  en  divisant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  a-, 

2/'-  ^  =  ±  ^,  X 

K 

X 

X 


xy  B' — Ai       T  '  X  '        x^ 

Si  nous  faisons  croître  x  jusqu'  à  l'infini,  à  la  limite  le  numéra- 
teur   s'annulle   pendant   que   le   dénominateur   prend  la   valeur  finie 

2cVb^—ac. 

Donc  les  deux  droites  (4)  rencontrent  l'hyperbole  (2) 
à  l'infini. 

Nous  avons  obtenu  l'équation  des  deux  droites  (4),  en  remplaçant, 
dans  l'équation  (2)  de  l'hyperbole,  la  quantité 

(BE—  CDY 
E^-CF    par       ^>._^^- 

Nous  pouvons  donc  former  l'équation  de  l'ensemble  des  deux 
droites  (4)  au  moyen  de  l'équation  (2)  de  l'hyperbole,  en  substituant, 
dans  celle-ci,  la  quantité 

(BE—CDY-     , 


ou  encore 

£2      {BE—CDY 


au  terme  constant  F. 


a  B'^  —  AC 

Mais  nous  avons 

£2       {BE—CDf  _  E^B^  —  AC)  —  {BE  —  CD)^ 
'C  B'^  —  AC~  ~  C^B'^i  —  AC) 

_  AE^-^CD^  —  2BDE 

~  B^  —  AC 

quantité,  qui,  eu  vertu  de  la  relation  (X)  du  n°  5,  est  égale  à  F— H. 

3 
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L'ensemble  des  deux  droites  (4)  est  doue  représenté  par  l'équa- 
tion du  second  degré 

(XIII)  Ax^ 4-  2Uxy  +  Cy^-  ^2Dx  +  2L>  +  F-  /f  =  0. 

L'inspection  de  cette  équation  fait  voir  que  les  deux  di'oites, 
qu'elles  représentent,  passent  par  le  centre  de  riiyi)erbole  (2);  d'ail- 
leurs ces  droites  rencontrent  la  courbe  à  l'intini-,  donc  elles  sont  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  (2). 

Ou  conclut  de  là  le  théorème  suivant: 

L'équation  aux  asymptotes  de  l'hyperbole  se  déduit 
de  l'équation  de  la  courbe,  en  retranchant  du  premier 
membre  de  cette  équation  le  terme  constant  que  fournit 
la  translation  de  l'origine  au  centre  de  l'hyperbole. 

Si  a  et  h  sont  les  coordonnées  du  centre  de  l'hyperbole  (2),  on 
aura 

//=  Da-\-Eh-{-F, 
d'où  on  tire 

F—  U=  —  (Da  +  Eb). 

L'équation  aux  asymptotes  do  l'hyperbole  (2)  sera  donc  aussi 

(XIV)  Ax^-\-2Bxy-\-Cy--^D{2x  —  a)  +  E{2y  —  b). 

36.  Exemple  I.    Les  coordonnées  du  centre  de  l'hyperbole 

3x^-\-Axy-]-y^  —  3x  —  2y-^21  =  0 
étant 

a  =  i,     b  =  0, 

l'équation  aux  asymptotes  sera 

3x^-\-ixy-j-y'-3x-2y-^i  =  0; 

et  ces  deux  droites  seront  représentées  par  les  équations 

qui  reviennent  a 

2:f  +  2^  — 1=0,     6a;  — 2^-3  =  0. 

37.  Exemple  II.    L'h}-perbole 

5x-2  +  ixy  —  2a;  -  4^'  -j- 1  =  0, 
ayout  pour  centre  le  point 

a  =  1,    i  =  _  2, 
a  pour  asymptotes  les  deux  droites 
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hx^-\-4.xy  —  2a;  —  4^/  -  3  =  0, 

c'est-à-dire  les  deux  lignes 

a;  — 1  =  0,     5a;  +  47/  +  3  =  0. 

37.  Si  les  carrés  des  variables  manquent  dans  l'équation  de 
l'hyperbole,  celle-ci  aftectera  la  forme 

(5)  Bxy-\-Dx-\-Eij-^rG==Q, 

et  donnera,  en  résolvant  successivement  par  rapport  à  a;  et  à  y, 

,  G 

EA — 

Ey^G  ___y_ 

By  +  D  j^.D' 

y 

,    G 

_g^-[-g     _       ^ 

y-       Bx^E-  E- 

'    X 

Faisant  y  =  x  dans  la  valeur  de  x,  et  x  =  cc  dans  celle  de  y, 
on  obtient  les  équations 

Bx-\-E  =  0,    %4-Z)  =  0 

de  deux  droites,  qui  rencontrent  la  courbe  (5)  à  l'infini. 

L'ensemble  de  ces  deux  droites  est  représenté  par  l'équation 

(XV)  Bxy  +  Dx  +  Ey+  ^  =  0, 

qui  est  celle  d'une  conique  concentrique  avec  l'hjTîerbole  (5). 

Celle  conique  est  donc  celle  des  asymtotes  de  notre  courbe. 

Comme  la  translation  de  l'origine  au  centre  de  l'hyperbole  ré- 
duit son  équation  à 

DE 

Bxy+G-^^0, 

on  voit  que  l'équation  aux  asj'mptotcs  se  forme  encore  d'après  la 
règle  énoncée  ci-dessus. 

Il  est  utile  de  faire  remanquer  que,  si  le  carré  de  l'une 
des  variables  manque  dans  l'équation  de  l'hyperbole, 
l'une  des  asymptotes  est  parallèle  à  l'axe,  qui  corre- 
spond à  cette  variable. 

3* 
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38.  Exemple  I.    Les  coordonnées  du  centre  de  l'hyperbole 

x^  —  2xy—2x-\-^y—l  =  0 
sont 

x  =  %     2/  =  1  ; 

par  suite  l'équation  aux  asymptotes  sera 

a;^ —  2x7j  —  2* -[-  4v/  =  0  ; 
elle  peut  s'écrire 

(.r-2)(x--2^)  =  0, 

et  se  décompose  par  suite  dans  les  deux  équations 

X  —  2  =  0,      X  —  '•ly  =  Ç) 
qui  représentent  séparément  les  asymptotes. 
Exemple  II.    Dans  l'hyperbole 

2xy—lÇ>x  —  ^y-\-n  =  0, 

le  centre  est  au  point 

a  =  o,      i  =  5. 

L'équation  aux  asymptotes  sera  donc 

2xy  —  10a;  —  6^  +  30  =  0 
ou 

xy  —  5a;  — 3^-j-15  =  0; 

elle  se  décompose  dans  les  deux  équations 

X  —  3  =  0,     y  —  5  =  0, 

qui  représentent  les  deux  asymptotes  ;  celles-ci  sont  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées. 

§  VI.    Axe,  Sommet  et  Tangente  au  sommet  de  la  parabole. 

39.  Equation  de  l'axe  de  la  parabole 

(1)  /(a-,  y)  =  Ax^-]-2Bxy^CY^2Dx-\-2Ey  +  F  =  0. 

Puisqu'on  a  B^  —  AC=  0,  il  vient  B  =  y^lC'*),  de  sorte  que 
l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

(2)  f{x,  y)  =  ixyA-{-yyCf-\-2Dx-j-2Ey-\-F=  0. 


*)  Si  le  coefficient  B  du  double  rectangle  était  négatif,  on  aurait 
B=i  —  -X/AC  :=  \/A'X^  —  \^C,  et  il  faudrait  changer  le  signe  de  \/C  dan.s 
tout  ce  qui  va  suivre. 
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Mise  SOUS  cette  forme,  l'équatiou  de  la  parabole  fait  voir  de 
suite  que 

rci)réscute  le  diamètre  issu  de  l'origiue,  et  que 

2Dx-]-'2Ey-{-F=() 

est  l'équation  de  la  taugeute  menée  par  l'extrémité  de  ce  diamètre. 

Soient  a  et  h  les  coordonnées  du  sommet  de  la  parabole  (2)  ; 
transportons  l'origine  des  coordonnées  en  ce  point,  en  posant 

x  =  x'-\-a,       y  =  y'-{-h; 

l'équation  (2)  deviendra 

(3)  {x'i  A  +  y'^  CY-^x'f'a^y'f\^f{a,  h)  =  0. 

Supposons  que  les  axes  de  coordonnées  soient  rectangulaires-, 
l'axe  et  la  tangente  menée  par  le  sommet,  passant  tous  les  deux  par 
la  nouvelle  origine,  seront  les  deux  droites 

dont  la  seconde  est  perpendiculaire  à  la  première. 

L'équation  de  la  parabole  sera  donc,  dans  ce  cas,  de  la  forme 

(4)  (a-Y-i+/y  C')-+2pC'«'Vc-yV^i)  =  0. 

Si  nous  identifions  les  deux  équations  (3)  et  (4),  nous  obtenons 
les  trois  relations 

(5)  f'a  =  2p-^/C\    f'u^-2p-\fA,    /(«,/.)  ==0, 

qui  serviront  d'abord  à  déterminer  x>,  puis  à  calculer  les  deux  coor- 
données a  et  b  du  sommet. 


Les  deux  premières  de  ces  égalités  (5)  reviennent  à 
(      Aa+Bh=-{D-piC), 
\      J5«+  Cb  =  —  (£+2^^), 
que  l'on  peut  encore  écrire,  puisque  B  :=■  i/  AC\ 

(a  y  ^-f  i  y  oy  ^  =  —  (z)  — ;j  y  c), 

(a y ^ -f  i  y  C)^  C  =  —  {E-{-p^A). 

Divisant  membre  à  membre,  ou  obtient  l'équation 
-]/A  _  B  —  p-y/  C 
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do  laquelle  on  tire  pour  j)  la  valeur 


(I)  P 


A-\~C 


Mettons  cette  valeur  dans  les  deux  équations  (G),  elles  deviennent 
identiques  et  prennent  la  forme 

Le  sommet  («,  h)  se  trouve  donc  sur  la  droite 

(II)  ^y^4-2/yc+-^^^r-'^  =  o-, 

et,  comme  cette  ligne  est  parallèle  à  l'axe,  l'équation  (II)  est  elle- 
même  cette  de  l'axe  de  la  parabole  (2). 

40.  Règle  pratique  pour  déterminer  l'axe  de  la  parabole.  Mul- 
tiplions l'équation  (II)  successivement  par  -\/ A  et  "j/C,  puis  rem- 
plaçons -y/ AC  par  B-^  nous  voyous  que  l'axe  de  la  parabole  (1)  est 
aussi  représentée  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  équations 


(II') 


,   AB-\-BE 

A^ArBy\-     ^^      =0, 

,    ^     ,   BD-\-CE 


Faisons  disparaître  le  dénominateur  dans  la  première  des  équa- 
tions (II')*,  elle  devient 

A^x-{-ABy^ACx^BCy-\-AD-\-BE  =  0, 

et  peut  s'écrire,  en  remplaçant  AC  par  B^, 

A{Ax-\-By-\-D)-\-B{Bx-\-Cy-\-E)  =  0, 
ou  encore 

Af',^Bf'y   =   0. 

Puisque  B  =  y  AC,  cette  équation  revient  à 
(III)  yj/',+yc'/'.,  =  o. 

Ainsi  l'équation  de  l'axe  de  la  parabole  s'obtient, 
en  multipliant  par  y^l  et  y C  les  dérivées  respectives, 
par  rapport  à.  x  et  y,  du  premier  membre  de  l'équation 
de  la  courbe,  et  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  pro- 
duits obtenus. 
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41.  L'équatiou  de  l'axe  de  la  parabole  peut  aussi  se  déduire  de 
l'équatiou  générale  (I)  du  n*'  1,  qui  fournit  les  deux  axes  des  coniques 
quelconques,  pour  des  coordonnées  rectangulaires. 

En  effet  puisque,  dans  le  cas  de  la  parabole,  on  n  B~  =  AC,  les 
équations  (II)  du  même  numéro  deviennent 

^^~  2yAC        ^  •'^' 

ou 

f:-^f;,  et  F'.^-^F'.. 

La  première  de  ces  deux  équations  re  réduit  à 

-\/C{Ax-\-7/yAC'-\-D)  —  -\/A(xyAC-\-Cy-\-E)  =  0, 
ou  à 

X  y  c(A — A)  —  yyA(c—c)-\-Dy  c— e  y  a  =  o. 

Cette  équation,  pouvant  s'écrire 

{xyc—ijyA)  y^o-{-Dyc—EyA  =  o, 

représente  un  axe  situé  à  l'infini. 

La  seconde  équation 

yAF',^-\-yCF',,==0 

n'est  autre  que  celle  de  l'axe  (III)  à  distance  finie ,   puisque  F{x.,  y) 
représente  au  n"  1  la  même  fonction  que  /(o:,  y)  au  n^  39. 

42.  Autre  méthode  pour  trouver  l'axe  de  la  parabole.  L'axe 
de  la  parabole  (2),  étant  parallèle  à  la  droite 

xyA-^yyc==o, 

est  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

(7)  xyA-^yyc-^k  =  o, 

011  la  constante  l  est  à  déterminer. 

Pour  trouver  la  valeur  de  cette  constante  A,,  remarquons  que 
l'équation  (2)  de  la  parabole  peut  s'écrire 

{xy  A-\-yy  CA^l.fA^2{D-Xy  A)x-^2{E-ky  C)yA^F-k^  =^0. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  la  droite 

(8)  2(D  —  ly  A)x-^2{E—  À  y  C)y  +  F—  l^  =  0 

est  la  tangente  au  sommet. 
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Si  les  axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires,  les  cocfticieuts 

■\/A         ,        n—i-^  A 

des   deux  droites  perpendiculaires  (7)  et  (8)  devront  satisfaire  à  la 
condition 

On  a  ainsi  une  équation  en  X 

i A{p  —  l-y/ A)-^^  C{E~li C)  =0, 
qui  donne 

(IV)  >^-^^^4^- 

Mettant  cette  valeur  dans  (7),    on  retrouve  l'équation  (II)   de 
l'axe  de  la  parabole. 

43.     Equation  de  la  tangente  au  sommet.    Elle  s'obtient,  en  rem- 
plaçant dans  (8)  A  pnr  sa  valeur  (IV). 

Or,  en  vertu  de  (IV),  nous  avons  évidemment 

CD-BE       {DiC-EiA)iC 

AE-BD       {E^/A-D^C)iA^ 
E-\^C==     .1+C      =  AÂ-TC  ' 

par  suite  l'équation  de  la  tangente  au  sommet  sera 

(V) 


xyv      ^  y  -1  i-  2(Z)  y  c_  £  y  j)        2{A  +  C)  {D  y  C-  E  y  .1) 


0. 


Nous  pouvons  transformer  cette  équation,  en  y  faisant  disparaître 
les  radicaux. 

Pour  cela,  multiplions  d'abord  le  premier  membre  par  y  C,  puis 
les  termes  des  deux  fractions  résultantes  aussi  par  yC;  l'équation 
deviendra,  par  suite  de  y  AC  =  B, 

^v  ;        tx      ^y  \   2{CD  —  BE)       2{A-{-C){CD  —  BE)~  ^^ 
On  verrait  de  môme  que  cette  équation  revient  à 

,,  {AA^C)AF {AD-\-BE)^- 

(  V  )       Bx—  Ay  -\-  2(^BD—AE)  ~  2(.l  +  C)  {BD — AE)  ~  ^' 
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44.  Coordouiiées  dn  sommet.  Le  sommet  de  la  parabole  (2)  est 
l'intersectiou  de  l'axe  et  de  la  tangente  au  sommet-,  nous  n'avons 
donc  qu'à  résoudre  le  système,  que  forment  les  équations  de  ces  deux 
droites.    Xous  prendrons  ces  équations  sous  leur  forme  (7)  et  (8),  ou 

2(D—Xy  A)x-\-2iE  -  Xy  C)y  +  E  —  k^  =  0. 
En  les  résolvant  par  rapport  h  x  et  y,  nous  obtenons  les  valeurs 

I_  Fyc-\-k{XyC—2E) 
"^  ~    2{EyA  —  Dyc)  ' 
FyA-]-X(XyA~2D) 
y '~    2{Dyc  —  EyA) 

Si  nous  remplaçons  X  par  sa  valeur  (IV)  et  que  nous  fassions 
disparaître  les  radicaux,  uout  trouverons  que  les  coordonnées  a  et  6 
du  sommet  sont 

(VI) 

pyc   AD-\-BE  _         {DyA-\-EyC)E 

2{Ey  A-nyc)  ~"  2cJh-  cy'  ~~  2(.4+  c)  {Ey  a  -  uy  cy 

FyA  CE-{-BD  (DyA-\-EyC)D 

2{DyC—EyA)  ~  2{A  -f  C)2  ~  2{A  -f  C)  {Dy  C—  Ey  A)' 

ou,  eu  faisant  disparaître  les  radicaux, 

BF  AD~\-BE  {AD-\-BE)E 


2{AE  —  BD)       2{A  +  C)2       2(.1+  C)  (AE—  BD) 

(VI') 

j       _  __  -g^  CE-\-'BD  _         (CE-\-BD)D 

{   ^  ^  2{CD-BE)  ~  2(.1+  cy'  ~  2(A-\~  C){CD  —  BE) 

On  peut  donner  à  ces  valeurs  la  forme  plus  simple 

!BF—  DE  CD—BE       AD-\-BE 

"  ^  2{AE  —  BD)  +  2{A-^Cf  ~~  2.1(.1+C)' 
BF—DE  AE  —  BD       CE-\-BD 

^'  ^  2{CD—BE)  +  2(.i+c)^  "~  2C(Â¥cy 

où  il  est  utile  de  se  rappeler  que 
(10) 

AE- BD  =  y À(Ey A—ny C),   CD—BE  =  yc{Dyc—EyAy, 
AD+BE=  y A{Dy A-{-  Ey  cy   CE^BD  =  yc{Eyc-^DyA). 
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45.      Ecinatiou    de    la    parabole    (2)    rapportée    à    son    sommet. 

L'équation   cherchée  est  celle   (4)   du  ii"  'iO,   où   il   nous   suffira  de 
remplacer  p  par  sa  valeur  (I). 

Nous  trouvons  ainsi 

(VU)  {A-^C){x^A^yVCr-{-2{I)-\/C-E^/A){xi/C~y-^A)^0 

pour  l'équation  de  la  parabole  (2),  rapportée  au  sommet  de   cette 
parabole. 

Eu  multipliant  successivement  ])ar  A  et  C,  on  peut  aussi  donner 
à  cette  équation  les  deux  formes  suivantes 

(VU')         {A  4-  C)  (Ax  +  7%)2  _)-  2iBD  -  AE)  (Bx  -  Ay)  =  0, 
(VIF)       (A-^C)(Bx-^Cyy-\-2(CD  —  BE)(Cx  —  By)  =  0. 

*  46.    Equation  de  l'axe  de  la  parabole  pour  des  coordonnées 
obliques.    Mettons  l'équation  de  notre  parabole  (2)  sous  la  forme 

(xyA-\-y-\/C+V)^-{-2iD^k'yA)x-\-2{E-X'yC)  +  F-X'^^0. 

Si  6  est  l'angle  des  axes  de  coordonnées,  la  perpendicularité  de 
l'axe 

(11)  xYA  +  yyC-^V  =  0 
et  de  la  tangente  au  sommet 

(12)  2{D-k'yA)x  +  2iE-X'yC)y-^F-K'-'^0 
exige  que  l'on  ait 

1 -\- mm' -\- (711-]- m' )cOS  6  =  0, 
ou 

yAiD—x'yA)-{-yc{E—kyc) 

-[yA{E  —  kyC)-}-vC{D~k'VA)]cosd  =  0. 
On  en  tire 

,,       DVA-\-EVC-^(DVC-\-EVA)co86 
^^^^^^  ^  ^  A+C-2Bc^ 

_DiVA  —  cos  eVC)-{-  E(V  C—  cos  d  VA) 

A-{-C—2Bcos8 

_  VA(D  — E cos 6) -{-  VC(E—D cos 6) 
~  A-\-C—2Bcose 

Substituant  cette  valeur  dans  (11),  on  obtient 

nx\      o.t/iJ-   .//.  ,  D(VA-cosdVC)-\-E(\/C  ^cosO\  A)       ^^ 
(IX)      o.VA+yVC+ A-^C-2B-c^ie =  ^ 
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pour  l'équation   de  l'axe,    dans   le    cas   de    coordonnées 
obliques. 

*  47.  Rè^le  pratique  pour  écrire  l'équation  de  l'axe  de  la  para- 
bole, pour  des  coordonnées  ol)liques.  Multiplions  l'équation  (IX)  par 
le  dénominateur  A-{-C — 2  cos  6  VAC,  mis  sous  la  forme 

VAiVA  —  cosdVCj-^-VCiVC—coBdVA); 
elle  devient 

Ax(VA  —  cosdVC)-^xVAC{VC—cosdVA) 
-\-yVAC{VA  —  cosevC)-{-  C>j  {VC—co^SVA) 
+       Z?  (V^  — cos0VC)+      E  {VC—co^eVA)  =  0, 

ou,  en  mettant  en  évidence  les  facteurs 

V'^  — COS0VC    et    VC— COS0VA 
{VA  —  co^BVC){Ax-\-Bij-]-D)-\-{VC-(^o?>eVA){Bx-\-Cy-\-E)  =  0. 

Cette  équation  revient  à 

(IX')  (V/4  — cos0VC)A+(V/C— cos0\/4)/V  =  O, 

et  prouve  que 

L'équation  de  l'axe  de  la  parabole,  pour  des  coor- 
données obliques,  s'obtient,  en  multipliant  les  déri- 
vées, par  rapport  cà  x  et  y,  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  la  courbe,  respectivement  par  VA  —  cos^VC  et 
VC — co?,dVA,  et  eu  égalant  à  zéro  la  somme  des  produits 
obtenus. 

*  48.     Equation  de  la  tangente  an  sommet,  pour  des  coordonnées 

obliques.    Dans  l'équation  (12)  de  cette  tangente,  mettons,  à  la  place 
de  X'  sa  valeur  (Vlll);  les  coefficients  de  l'équation  deviennent 

j^_^,  ^^  _{Dy  C-  EVA){V  C-  co^e  VA) 


E  —  k'VC== 


A-\-C~2BQose 

{EVA—DVC){VA  —  co^dVC) 
A-\-C—2BcQ^d 


L'équation  de  la  tangente  au  sommet  sera  donc,  pour  des  coor- 
données obliques, 

(X)      {vc-,o,ovA)x-{vA-co,evc)y+  -^+v7-^i"v^ 

_  \.DV^+EVC—{DVC+EVA)QO^e']  _ 
2{A-\-C—2Bco^e){DVC—EVA)      ~  ^- 


44  Dostor:    Nouvelle  délenninalion  analytiijue 

Afin  tic  débarrasser  cette  cquatiou  des  radicaux,  multiplious  le 
premier  nieiiibre  par  VC;  iiiultiplioiis  ensuite  les  deux  termes  des 
deux  fractions  résultantes  aussi  par  V'C;  l'équation  deviendra 

(X)  (C  -^cos0)a;— (7i— C'C0S%H 2{CD  —  BËr 

_  lE(C—Bcose)-{-D(B—Ccosft)Y  _ 
2{A -j-  C—  2B ces  6)  {CD  —  m:)~  ~  ^' 

On  trouverait  de  même  que  l'éciuatiou  (X)  peut  encore  se  mettre 
SOUS  la  forme 

/Y"\            iTi      A       a\        tA       »       /ix     I    U+C— 2i;cos6l)^F 
(X  )  {B  —  A cos B)x ~{A—Bcos e)y -\ 2(BD  —  AE)  — 

[ir;(ij— ^cos^)  +  Z)U  — i?cos^)P 
2{A-\-C— 2B cos 6)  {BD~AE)~  ^  ^• 

*  49.  Coordonnées  du  sonuuct,  pour  des  axes  oHiIiqucs,  Le 
sommet  (a,  b)  est  l'interscctiou  de  l'axe  (11)  avec  la  parabole  (2), 
ou  l'intersection  des  deux  droites 

xVA-^yVc-\-r  =  0, 

2Dx + 2Ey  -\-F-[-X'-^  =  0.' 

Ces  deux  équations  du  premier  degré,  étant  résolues  par  rapport 
à  a;  et  j^,  nous  fournissent  les  valeurs  (9)  ou 

(  .  _  EVC-^k'a'VC~-2E) 
\  *  "~  2{EVA~BVC)  ' 
(13)  ' 


)  FVA^Va'VA  —  2D) 


2{DVC~-EVA) 

Dans  l'expression  WC — E^  remplaçons  V  par  sa  valeurs  (VIII), 
nous  aurons 

j'    '  •      r-      (/^  VA  —  DVC){VA  - cos^  \/C) 
ÂVC-A--  ^-j-c— 2/Jcos6! 

On  trouverait  de  même  que 

{DVC—EVA){VC—co%eVA) 


k'VA  —  D 


A-{-C—2ncos6 


Substituant  ces  expressions,  ainsi  que  celle  de  A',  dans  les  va- 
leurs do  X  et  y,  ou  obtient,  pour  les  coordonnées  a  et  b  du  sommet 
les  valeurs 
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(XI) 

r FVC E[D\/A-\-EVC—(DVC-{-EVA)cose'] 

"^  ~  2{E\/A  —  DVC)  2iA-\-C— 2ncos 6) {E VA— DVC) 

_  [DyA-\-EVC—iDVC-j-EVA)cose'](VA—cos6VC) 
~  2iA-\-C—2Bcosd)^  ' 

FVA DlDVA-\-EVC  —  {DVC-\-EVA)cQ?,e'] 

^  ~  2{DVC—EVA)  2{A^C—2Bco%e){DVC—EVA) 

_  [_DVA  +  EVC—{DVC-\-EVA)co% B\{VC—co%6VA) 
2U4-C  — 2L'cos6)2 

Daus  ces  valeurs  faisons  disparaître  les  radicaux;  elles  deviennent 


a  = 


(XI')      \ 


BF  E\_AD^  BE  —  {AE  +  BD)  cos  6] 

2{AE  —  BD)  ~~    2{À -\-  C  —  2B  cos  6)  {AE  —  BD) 

\AD^  BE  —  {AE  +  BD)  cos  6]  {A  —  B  cos'o) 
2A{A-]-C  —  2Bcose)- 


_  BF  D\_CE-{-BD  —  {CD-{-  BE)  cos  6] 

^  "~  2{CD  —  BE)  ~  2{A-\-C— 2B cos 6) {CD  — BE) 

lCE-\-  BD  —  (CZJ-j-iJA')  cos  e]  {C—B  cos  6) 
~  2C{A-\~C~2Bcose/ 

Si  le  somuiC't  de  la  parabole  (2)   est  pris  pour  origine  des  coordon- 
nées, l'équation  de  la  courbe  prendra  évidemment  la  forme 

(U)  {xVA-\-yVCy^-\-2p'[{VC—cosOVA)x—{VA—cos6VC)y']  =  0. 

Mais,  si  l'origine  est  transportée  au  sommet  {a,  h),  l'équation  (2) 
deviendra  aussi 

{xVA^yVCr-{-o:f'a  +  yf'i.  =  0, 

attendu  que  l'on  a  /(a,  h)  =  0. 

Identifiant  ces  deux  équations,  ou  obtient  les  égalités 

f'a=^2p'{VC-coseVA), 
f\  =  2p'{cosdVC—VA), 
qui  peuvent  s'écrire 

Aa-{-Bb-\-D  =p'{VC  —  coseVA), 
Ba-^-Cb^E  =  _^/(cose  VC—  VA), 
ou  bien 

{nVA-{-hVC)VA  =  —  D-\-p'{VC—co%6VA), 
{aVA-\-bVC)VC   =  —  E -{- 2^'(<^C>s6  VC  —  V A). 
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Divisant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  on  obtient  l'équa- 
tion 

YA  _  —  iQ + j/(vc'— cose  v^) 
vc  ~  —  i;-j-/(cose  vc—  VA)' 

qui  se  réduit  à 

—  EVA-\-p'(nQ.o%d  —  A)  =  —  DVC-i^j>'{C—  Bcosô), 

ou  à 

DVC—EVA  =^  p'(^+(^  —  ^^cosd) 

et  donne 

DVC~Ei/A 


(XII)  p' 


A-\-C—2Bcosd' 


Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (14),  on  trouve  que 
la  translation  de  l'origine  au  sommet  de  la  parabole  (2)  change  son 
équation  dans  la  suivante 

(XIII)  iA-^C—2Bcos6)(xVA-{-yVC)^ 

=  2{EVA—  DVC)[iVC—cosOVA)x  —  {VA  -  coseVC)y']. 

Nous  pouvons  faire  disparaître  les  radicaux  de  cette  équation, 
en  multipliant  les  deux  membres  soit  par  A^  soit  par  C.  Cette 
équation  prend  alors  les  deux  nouvelles  formes 

(Xlir)  {A-\-C  —  2Bco^e){Ax-{-ByY 

=  2{AE  —  BD)  1{B  —  A  cos  d)x  -  (A  —  B  cos  %], 

(XIII")         (A-{-C—2B cos 6)  (Ex  +  ('>/)'- 

=  2(BE  —  CD)  [(C  —  B  cos  0)x  —{B—  C  cos  6)y^. 


%  VII.     Paramètre,  Foyer  et  Directrice  de  la  parabole. 

51.     Yaleur  dn  paramètre  de  la  parabole 

(1)  f{x,  y)  =  Ax^  +  2Bxy  +  Cy^  +  2Dx  -{- 2Ey -\- F  ==  0. 

Si  l'origine  des  coordonnées  est  transportée  au  sommet  de  la 
parabole,  son  équation  (1)  se  réduira  h  (u^  45) 

(2)  (A-^C)(xVA-\-yVC)^-h2(DVC—EVA)(xVC-yVA)  =  0, 
en  supposant  les  coordonnées  rectangulaires. 

Keprésentous  par  P  le  paramètre  de  la  parabole,  et  désignons 
par  Y  et  X  les  distances  respectives  d'un  point  quelconque  (x,  y)  de 
la  courbe  (2)  à  l'axe 

(3)  xVA-^yVC^O, 
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et  à  la  tangente  au  sommet 
(4)  x\/C—yVA  =  0. 

Nous  avons  évidemment 

F^  =  2PX-, 


et,  comme 


X  = 


xVA-{-yVC 
xVC  —  yVA 


il  vient  aussi 

{xVA^yVCf  =  2PiA-\-C{xVC  —  y  VA), 

pour  l'équation  de  la  parabole. 

Cette  équation  devant  être  identique  avec  (2),  on  a  l'égalité 

,--- DVC—EVA 

pyA+C  =  -         ^^^ , 

d'où  l'on  tire 

^     EVA  —  nyc 

^^^  ^'—       {A^C)% 

pour  l'expression  du  paramètre. 

Puisque  ^  et  C  sont  nécessairement  positifs,  le  paramètre  P  aura 
le  signe  de  la  différence  EVA  —  DVC. 

Si  nous  multiplions  les  deux  termes  de  la  fraction  (I)  successi- 
vement par  VA  et  VC\  ou  trouvera  que  le  paramètre  P  affecte  aussi 
les  deux  formes  suivantes: 

AE  —  BD 
(F)  P  = 


(I")  P- 


{a-]-c)-]/a:^-\-b^' 

BE  —  CD 

(A -{-€!)  y£^+^' 


*   52.     Valeur    du    paramètre   pour    des   coordonnées    obliques. 

Lorsque    les    axes    de    coordonnées    sont   obliques,  la  translation  de 
l'origine  au  sommet  change  l'équation  (1)  de  la  parabole  en  (n''  50) 

(5)  (A-\-C-2cos6VAC){xVA-\-xVCf 

=  2(EVA  —  DVC)l{VC—  cosdV'A)x  -  (V^— cos 6  VC)y'] 


48  Do  si  or:  Nouvelle  détermination  analytique 

La  distance  du  point  (a-,  y)  à  l'axe 

xVA-\-yVC=(ô 


sera 


Y  ^       {xVA-\-yVC)mne 


V—  A-{-C—  2cos  dS^'C  ' 
celle  du  même  point  à  la  tangente  au  sommet  sera 

X  =  (.^^— cos^v^^v— (v/^-cosevc;)y 

VT-^C—2  cos  ftVAC 
Mettant  ces  valeurs  dans  régalitc  F^  =  27'X,  ou  obtient  aussi 

2p 

ixVA-^yVCy'^  =  ^^QVA-\-C—2cos8VACX 

X  [(VC— coH  e\/A)x  — {VA— cos 6 VC)y'] 
pour  l'équation  de  la  parabole  (5), 

Identifiant  cette  équation  avec  (3),  ou  trouve,   pour  l'expression 
du  paramètre  en  cas  d'axes  obliques,  les  valeurs 


(II)         P  = 

ai')    p== 

(II")        F  = 


(EVA—DVC)mïH) 


{A-^C— 2cos  6  vAC)i' 

(AE—BD)sm^e 


(A-{-C—2BcosO)Va^-\-B-^  —  2ABcos6 

(BE— CD)  sin^e 

iA-\-  C—2B cos e)VB-^-\-  C~2—  2£Ccos  0 


53.  Coordonnées  <hi  loyer.  Représentons  par  u  et  v  les  coor- 
données du  foyer,  rapporté  au  sommet  de  la  parabole;  par  «  et  /3 
les  coordonnées  du  même  point,  rapporté  à  l'ancienne  origine. 

Le  foyer  étant  situé  sur  l'axe  de  la  parabole  (2),  les  coordonnées 
u  et  V  satisfont  à  l'équation 

xVA-{-yVC=0, 

qui  représente  cet  axe,  lorsque  l'origine  est  au  sommet  de  la  courbe. 
Nous  avons,  par  suite. 

2iVA-\-vVC=0, 
d'où  nous  tirons 

u  V 

VC^~~VA' 
Il  vient  ainsi 

Ît2  _  v^  «2  +  1,2  J^2 

C~  A^  A-i-C  ^  4:{A-\-Cy 
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attendu  que  la  distance  du  foyer  au  sommet  est  égale  au  demi-para- 

F 
métro  x-- 

On  eu  déduit 

PVC  PVA 


21/^ +c'         2y^H-c 

Mettant  à  la  place  de  F  sa  valeur  (I),  ou  obtient 
{EVÂ—DVC)VC      BE—  CD 

(III) 

{DVC—EVA)VA       BD  —  AE 

2UH-C)^  ~2{A-\rCy'' 

pour  les  coordonnées  du  foyer,  rapporté  au  sommet  de  la 
parabole. 

Puisque  a  et  i  sont  les  coordonnées  du  sommet,  par  rapport  à 
l'ancienne  origine,  nous  avons 

Substituons  à  u  et  v  les  valeurs  précédentes  (III),  et,  à  la  place 
de  a  et  &,  mettons  leurs  expressions  (YI)  du  n'^  44;  nous  aurons, 
pour  les  coordonnées  du  foyer,  les  valeurs 

[ FVC D {DVA-\-EVC)E 

\  ^^ '■2{EVA—DVC)~2{A^C)     '  2U-^C){EVA—DVCy 
(IV) 

/ FVA E        _       {DVA-\-EVC)D      . 

(  ^~  ^{DVC—EVA)       2{A^C)       2{A-^C){DVC—EVAy 

aux  quelles  on  peut  encore  donner  la  forme  suivante 

_    BF—  DE)  AD-^  BE 

"  ~  2UE  —  BD)  ~2A{B-\-  C)' 
(IV) 

_    BF—  DE)    _  CE-j-BD  . 
^  ~  2{CD  —  BE)  ~2C{A-}-Cy 

Nous  retrouverons  ces  coodounécs  plus  laiu,  au  n*^  118,  par  une 
méthode  directe. 

*  54.  Coordonnées  dn  foyer,  pour  des  axes  ol)liqnes.  L'égalité 
trouvée  précédemment 

u  V 

VC^  —VA 
nous  donne 


Do  s  t  or:  Nouvelle  détermination  analytique 


C       A       —2co^eV AC~~  A-\-C—2cosbVAC 
P2 {liVA  —  D  VC)  Hm^G 

~  4:{A-\-C—2Bcosej  ~  é{A-\-C—2Bcos(i)^' 
On  en  tire 

[EVA  —  DV C)  V CsiuHi^  _     {BE—CD)  sin^^ 

2(4+  C—2Bco^0)^      ~  2{A-i-C—  2B cos Éyj-' 
(V) 

i      ^  (DVC— EV A) VA  siu'd  _     {BD~AE)sm^'e 
(^~      2{A-\-C—2Bcosey      ~  2U+C—2Bcosey-' 

pour  les   coordonnées    du  foyer,   r  cap  porté  au    sommet   do 
la  parabole. 

Si  nous   augmentons   ces    coordonnées   de  celles  (XI)   du  n*^  49, 
qui  déterminent  le  sommet,  nous  aurons 

(VI) 

EVC  D—Ecosd 


2{EVA-DVC)       2{A'\-C—2B(io%(J) 
D{VA--co^BVC)^l':{VC~coiGVA)       _ 


i3 


2{A-\-C—2B(iose)  ^  EVA  —  DVC 

FVA  E  —  ncos6 


2{DVC—EVA)       2{A-^C—2Bco%e) 

^  D{VA  —  cos  <9v/C)  +  E{V  C—  co%eVA)  D    

2{A-\-C—2Bco^e)  ~    '  ^  DVC—EVA 


pour  les  coordonnées  du  foyer,  dans  le  cas  d'axes  obliques. 

Si,    dans  ces  expressions,    on  fait  disparaître  les  radicaux,    elles 
prendront  les  formes  suivantes: 

/  BF  D  —  EcosB 

a 


(VF) 


2{AE—BD)       2{A+C—2B(^o^e) 

D(A  — C  cos  6)-]- E{B— A  cos  6)  E 

2{A  +  C—  2B  cos  6)  ^  {AE—  BD)  ' 


BF  E  —  DcosO 


2{CD  —  BE)       2{A-^C—2Bcose) 

E{  C—  B  cos  6)  -f-  D{B  —  Ccos  6*)  D 

X. 


2{A  +  C—  2B  cos  H)  ^^  CD  —  BE 

55.  Equation  de  la  droite  perpendiculaire  à  Taxe,  menée  par  le 
foyer.  Cette  droite  est  parallèle  à  la  tangente  au  sommet  (V)  du 
n*'  43,  et  passe  par  le  point  («,  /3)-,  elle  est,  par  suite,  représentée 
par  l'équation 
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xVC—yVA  —  aVC-\-^VA  =  0. 
Or  les  expressions  (IV)  douuent 

t//^    /^t/j  U+C)F  (EK^A-DVCr^-(DVA^D\/Cr- 

c<\  ^-py^  —  2iEVA-DVCp  2{A+C){EVA—nVC) 

ou 

«  VC-  §VA^     2{EVA-DVCy  + Z+ë~^- 

L'équatiou  de  notre  droite  est  doue 

,    D^  —  AF-\-E-^-CF      EVA  —  DVC 
(MI)        .VC-yVA+    2iEV.^DVC) Z+C^  =  0- 

*  Si  les  coordonnées  étaient  obliques,  l'équation  de  cette  droite 
serait 

(YIII)     {VC-co^eVA)x-{VA-co^dVC)y-^^^^~^^^^^^^ 
F{A  -\-C—2BcosO)  —  {TP  4-  ii  2  _  2DE  cos  6) 


2{EVA  —  nVC) 


0. 


56.    Coordonnées  du  pied  de  la  directrice.     Représentons    par 
Ci'  et  /5'  ces  coordonnées.     Xons  avons  évideninient 

u'  =  a  —  '«,     ^'  zz=  h  — V. 

Kemplaçous  «  et  h  par  leurs  valeurs  (YI)   du  n'^  4-1,  ?*  et  v  par 
leurs  valeurs  (III)  du  u'^  53,  nous  trouverons  que 

/      ,  _  iJ( J>2  —  AF-{-  E^  —  CE)  AD-{-BE 

"    ~      2{A^C){BD  —  AE)  (.4-1- C)2  ' 
(IX)            \ 

__  B{B-  —  AF-\-  E^  —  CF)  CE  -|-  BD 

^    ~~      2{A -f  C)  (BE—CD)  (^1+  Cf  ' 

*  Si  les  axes  sont  obliques,  ou  trouvera  de  la  même  manière  que 

(X) 

BF  _  n  —  Eçme  .       (CD  — BE)  sin^e 

2{AE  —  BD)  ~  2(.4+  C— 2i?cos0)"^  (^1  -f  C—  2Z?cos6)2 
Z>(^— i?cos6)+i!;(^  — ^cos0)  E 


^-fC— 25cos6^  ^AE—BD 

__  BF i;;  — Z>cose  J,AE—BD)  sin^ô 


2{CD  —  BE)       2[A-^C  —  2Bco^8)   '    (^ -f  C— 2i?cose)2 
E{C—  B  cos  8)  -f  D{B  —  C'cos  g)  7) 

A-\-C—  2^003  0  ^  CD—  BE 

4* 
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57.  Equatiou  de  la  directrice.  La  directrice  est  parallèle  à  la 
tangente  au  sommet,  en  même  temps  qu'  elle  passe  par  le  point  {a\ 
j3');  sou  équation  est  donc 

X  VC—y  VA  =  ci'VC—8'VA. 

Mettons  à  la  place  de  a'  et  §'  leurs  valeurs  (IX),  on  trouve 

^  -^  2{DVC—EVA) 

pour  l'équatiou  de  la  directrice,  pour  îles  coordonnées  rectangulaires. 

Si  l'on  fait  disparaître  les  radicaux,  on  verra  que  cette  équation 
peut  encore  aftecter  les  deux  formes  sui^autcs. 

(XII)  Oc-Uy  =  ,iBD^ 

(XIII)  L.~Ay  = 2{CD^:^:BË) " 

*  Si  les  axes  des  coordonnées  étaient  obliques,  on  trouverait, 
par  la  même  méthode,  que  l'équation  de  la  directrice  serait 

(XI Y)  {VC~CQieVA)x—{VA  —  coi6  VC)y 

,    F{A-\-C  —  2B coiB)  —  {D''' -[- E^  —  2DEcose)  _ 
"f"  2{D  va—  E  VA)  ~" 

Cette  équation  peut  encore  se  mettre  sous  les  deux  formes  sui- 
vantes 

(XV)  {B  —  Aco^e)x  —  {A—Bco%e)y 

,    BF{A^C—-2Bco^6)  —  B{D^-\-E-^  —  2DEco^B)  _ 
~^  2{CD  —  BE)  ~  ^' 

(XYI)  {€'—  B  cos  e)x  —  {B  —  C'cos  d)y 

4_  -^^(^  +  C—  2^  cos  B)  ~  B(n^-\-  E^  —  2Z>j^-cos  (9)  _ 
~^  2{BD—AE)  ~^- 


§  VIII.     Paraboles  assujetties  à  des  conditions  données. 

Kous  nous  proposons  de  déterminer  les  principales  conditions 
analytiques,  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coefticients  de  l'équatiou 
générale  de  la  parabole,  pour  que  l'origine  et  les  axes  de  coordon- 
nées aient  des  positions  données  par  rapport  à  la  courbe. 

Nous  supposerons  les  coordonnées  rectangulaires,  et  nous  repré- 
senterons la  parabole  par  l'équatiou  générale 
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(1)  (x-V'.l+^/V/i?)--f2D.>;  +  2A>  +  F=0. 

79.  L'origine  est  située  sur  l'axe  de  la  parabole.  Poiu'  que 
l'axe  de  la  parabole  passe  par  l'origine  des  coordonnées,  sou  équa- 
tion (II)  du  u'^  39  devra  être  de  la  forme  mx-^ni/  =  0,  ce  qui  exige 
que  l'ou  ait 

(I)  DVA-irEVC=^0, 

ou  bien 

où  A  représente  une  indéterminée  quelconque. 

On  eu  tire 

n  =  x  VC,    E  =  —k  VA, 

ce  qui  change  notre  équation  (1)  dans  la  suivante 

(.*:  V'.l  +  i/  VC')  +  2A(a-  VC—yVA)^F=  0. 

On  en  conclut  que  l'équation 

(I')  (^rax-^nyf-^2X{nx-mu^p)  =  0 

représente  toutes  les  paraboles,  dont  l'axe  passe  par 
l'origine  des  coordonnées. 

80.  L'orîg-ine  appartient  à  la  tangente  sommet.  Dans  ce  cas, 
le  terme  constant  de  l'équation  (Y)  du  n'^  43  est  nul,  ce  qui  donne 

Remplaçons  F  par  cette  valeur  daus  l'équation  (1);  celle-ci 
devient 

/           ,             ,  DVA-\-EVC\-  ,   ^DVC^EVA,       ^ 
[xVA+yVC^ ^î  +  ë~j  +^ A+C        ^^-^C-yVA)  =  0. 

Il  s'ensuit  que  l'équation 

(IF)  (^rnx-\~ny-^2i)^-{--2\{nx  —  my)  =0 

représente  toutes  les  paraboles,  dont  la  tangente  au 
sommet  passe  par  l'origine  des  coordonnées. 

81.  L'origine  des  coordonnées   est  au   sommet  de  la  paral}ole. 

L'origine  se  trouvant  à  la  fois  sur  l'axe  et  sur  la  tangente  au  som- 
met, les  deux  conditions  (I)  et  (II)  devront  ê,tre  satisfaites  en  même 
temps.     On  a  donc  simultanément 
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(III)  DVA-\-EVC=-Ç),     F=0, 

ce  qui  transforme  l'équation  (1)  en 

2D 

{xVA-^yVCY-\-y^{xVC-yVA)=0. 

On  voit  ainsi  (|uc  l'équation 

(III')  {mx  +  n>jY--\r  2A(«x  -  my)  =  0 

représente  toutes  les   paraboles,   qui   ont  leur   sommet 
à  l'origine  des  coordonnées. 

82.  L'origine  se  trouve  sur  la  droite,  menée  par  le  foyer  per- 
pendiculairement à  l'axe.  L'équation  do  cette  droite  (VIII) ,  n"  55, 
qui  passe  par  l'origine,  doit  avoir  son  terme  constant  nul-,  on  trouve 
ainsi  l'égalité  de  condition 

(IV)  {A  +  C')2F  =(/)-'—  7<;2)  (.4 ~  C)  +  ^.nEiÂc 

=  (.1  +  C)  (  J)^  +  E'^)  —  2(E  VA  —  DV  Cy. 

83.  L'origine  est  au  foyer  de  la  parabole.  Puisque  l'origine  se 
trouve  sur  l'axe,  on  a  d'abord  (n*^  79) 

DVA-^EVC  =  0, 
ou 

AD-[-BE  =  CE-^BD  =  0. 

En  introduisant  cette  condition  et  celle  de  a  =  0,  ^  =  0  dans 
les  valeurs  (IV)  du  u*^  53,  on  obtient  en  outre  l'égalité  BF^BE=0. 

Ainsi  l'origine  sera  au  foyer  de  la  parabole  (1) ,  si  l'on  a  en 
même  temps 

(V)  DVA-\-EVC  =  0,     BF—  DE  =  0. 
Ces  relations  de  condition  nous  donnent 

VC  ~       VA       ^' 
d'où  nous  tirons 

D  =  A  VC,     E  =  —  k  VA, 
et  par  suite 

5F+  X'-VaC  =  0,     ou    F  =  —  P. 
L'équation  (1)  de  la  parabole  devient  dans  ce  cas 

{xVA-\-yVC)^-i-2K(xVC—yVA-^  =0. 

On  eu  conclut  que  l 'équation 
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(V)  (?/«a;+  nyf  —  22J  [nx—iny  -[-  -  j  =  Q 

représente  toutes  les  paraboles,    qui   sout  rapportées   à  leur  foyer, 
comme  origine  des  coordonnées. 

81.    L'origine  est  sitnée  sur  la  directrice.     La   directrice    (XI), 
n*^  57,  passant  par  l'origine,  on  a 

D-  —  AF-\-  E'^  —  CF  =  0, 

d'où  on  tire,  pour  la  condition  demandée 


(YI)  F  = 


A-\-C 


L'équation  générale   des  paraboles,   dont  la   direc- 
trice passe  par  l'origine,  est 

(  YI ')  {7n.c  -f  ni/) -   -  (ni^ -j-  n^)  [c<{2x  —  a)  -[-  ^{2x  —  /3)]  =  0. 

85.    L'orîffine  est    au  pied  de   la   directrice.     L'origine    étant 
situé  à  la  fois  sur  l'axe  et  la  directrice,  on  a  la  double  condition 

(YII)  /)  VA-\-E  VC  =  0,     {A^C)F  =  D^-\-E-^ 

qui  donne 

7^2  =  CF,     K^  =  AF. 

L  '  é  (1  u  a  t  i  0  n  générale  dos  paraboles,  qui  s  o  n  t  r  a  p  p  o  r  - 
té  es  au  pied  de  leur  directrice,  est 

(YII')  ^,nx^injY-\-2p{m'-^n^)  [i^x  -  m^/  +  ^^)  =  0. 


Deuxième  Partie. 

Détermination  analytique  des  foyers  dans 
les  sections  coniques. 

§  I.     Conditions  pour  qu'  une  fonction  homogène  du  second   degré, 
à  trois    variables,    soit   un   carré. 

86.  La  méthode  suivante,  qui  fournit  les  équations  aux  foyers, 
repose  sur  la  nature  des  conditions  analytiques,  aux  quelles  est  assu- 
jetti un  polynôme  homogène  du  second  degré,  à  trois  variables,  pour 
qu'il  soit  un  carré,  cà  un  facteur  constant  près. 
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Nous  allons  dctcrmiucr  ces  contlitions  au  moyeu  de  la  théorie 
des  centres  des  courbes  du  second  degré. 

87.  Supposons  que  le  polynôme 

que  nous  pouvons  aussi  désigner  par  f(x,f/,z),  soit  un  carré,  à  un 
facteur  constant  près. 

Dans  ce  cas,  l'équation 

(1)  f{x,y,z)  =  0 

rei)résentera  évidemment  deux  droites  parallèles,  qui  se  confondent. 

H  s'ensuit  que  chaque  point  de  la  conique  (1)  est  un  centre  de 
la  ligne;  par  conséquent  les  coordonnées  de  l'un  quelconque  des  points 
de  cette  conique  vérifient  les  deux  équations 

Mais  l'équation  (1),  dont  le  premier  membre  est  homogène,  peut  aussi 
se  mettre  sous  la  forme 

comme  les  coordonnées  de  chacun  des  points  de  la  ligne  annulent  f'x 
et  f',j,  ces  coordonnées  réduiront  aussi  à  zéro  la  dérivé  f's. 
Les  trois  équations 

(2)  /'«  =  0,      f',j==0,     A  =  o, 

se  trouvant  satisfaites  par  les  coordonnées  de  tous  les  points  des 
deux  droites  confondues  P=0,  représenteront  précisément  chacune 
de  ces  droites. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que,  si  les  trois  équations  (2)  sont  véri- 
iiés  simultanément  par  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  z,  qui  satisfont  <à 
l'équation  (1),  cette  équation  représentera  une  conique  dont  chaque 
point  est  un  centre,  et,  par  suite,  représentera  deux  droites  confon- 
dues.    Donc 

Pour  qu'  un  polynôme  homogène  du  second  degré,  à 
trois  variables,  soit  un  carré,  à  un  facteur  constant 
près,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  polynôme  soit  égal  au 
produit  d'une  constante  par  le  carré  de  l'une  quelcon- 
que de   ses  dérivées. 

88.  Ces  conditions  peuvent  s'exprimer  par  certaines  relations 
anal3-tiques ,  auxquelles  devront  satisfaire  les  coefficients  des  divers 
termes  du  polynôme.  Ces  relations  sont  simples  et  s'obtiennent  de 
la  manière  suivante. 

Premier  cas»  Le  polynôme  P  est  complet,  en  d'autres 
termes,  les  six  coefficients  a,  h,  c,  d,  e,  f  sont  tous  différents  de  zéro. 
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Puisque  les  trois  équations  (2)  ou 
(3)  I  lA  =  i^-  +  ^Z/  +  e^  =0, 

représeuteut  la  même  droite,    leurs  coefficients  sont   proportionnels. 
On  obtient  ainsi  les  égalités  de  rapports 

a        h        d        Ij         ce 
d        e       f         d        c        f 

qui  ce  réduisent  aux  trois  relations  de  condition 

Id  =  «e,     be  =  cd^     hf  =  de. 

On  a  dans  ce  cas 

Second  cas.  Le  carré  de  l'une  des  variables  manque 
dans  le  polynôme.  Si,  par  exemple,  le  coefficient  a  du  carré  de 
la  variable  x  est  nul,  il  faudra,  pour  que  les  trois  équations  (3)  puis- 
sent représenter  la  même  droite,  que  les  termes  en  x  disparaissent 
aussi  des  deux  dernières  de  ces  équations .  ou  que  l'on  ait  eu  outre 
5  =  0,  f?  =  0. 

La  première  des  équations  (3)  représentera  alors  une  droite 
quelconque,  pendant  que  les  deux  autres  se  réduiront  à 

cy-^-ez  =  0, 
celles-ci,  pour  représenter  la  même  droite,  exigent  que  l'on  ait 

G  C 

-  =  -  .      ou      e^  =  cf. 
e        f 

Ainsi,  lorsque  le  polynôme  P  est  privé  du  carré  de 
l'une  des  variables,  il  faut,  pour  qu'il  soit  un  carré  que 
les  deux  autres  termes,  qui  contiennent  cette  variable, 
manquent  aussi  dans  le  polynôme. 

Troisième  cas.  L'un  des  trois  rectangles  des  variables 
manque  dans  le  polynôme.  Admettons,  par  exemple,  que  ce 
soit  le  rectangle  a-^,  de  sorte  qu'  ou  a  i  =  0. 

Les  équations  (3)  se  réduiront  aux  suivantes 
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rtx-l-O  -\-ch  =  0, 
^-^cy-\-ez  =  0, 

Pour  que  celles-ci  représentent  la  même  druite,  il  luiulra,  eu  outre 
que  l'on  ait  c  =  0,  e  =  0.  La  seconde  équation  sera  alors  indéter- 
minée, et  les  deux  autres  deviendront 

ax-\-dz  =  0, 
<lx  -\-fz  =  0. 

Elles  représenteront  la  même  droite,  si  l'on  a 
a       cl 
d-f     «^^     '^'  =  «/- 

Donc,  si  le  polynôme  F  manque  de  l'un  des  trois  rec- 
tangles, pour  qu'il  soit  un  carré,  il  faut  que  l'une  des 
deux  variables,  qui  entrent  dans  ce  rectangle,  manque 
totalement   dans  le  polynôme. 

89.  En  résumé,  pour  (ju'  un  polynôme  homogène  du 
second  degré,  à  trois  variables,  soit  nu  carré  exact,  à 
un  facteur  constant  près,   il  faut  et  il  suffit 

1'^  (fue,  si  le  polynôme  est  complet,  le  coefficient  du 
carré  de  chaque  variable  soit  la  quatriènic  proportion- 
nelle au  demi-coefficient  du  rectangle  qui  ne  contient 
pas  cette  variable,  et  aux  demi-coefficients  des  deux 
autres  variai)  le  s. 

2*^  que,  si  le  polynôme  est  incomplet,  l'une  des  va- 
riables manque  totalement  dans  le  polynôme,  et  que, 
dans  les  trois  termes  rectants,  le  demi-coefficient  du 
rectangle  soit  moyen  proportionnel  entre  les  coeffici- 
ents des  deux  autres  termes. 

90.  Si  le  polynôme  P  est  une  fonction  du  second  degré  de  deux 
variables  x  et  y,  on  fera  2;  =  1  dans  tout  ce  qui  précède  ;  les  con- 
ditions d'un  carré  exact  seront  encore  exprimées  par  les  mêmes  re- 
lations que  ci-dessus. 

1".     Sui^posons  que  le  premier  membre  de  l'équation 

ax^  +  2A  xj  +  r,/  -J-  2  Jx-  +  2e>j  -f  /  =  0 

soit  un  carré  exact,  à  un  facteur  constant  près. 

Cette  équation  représentera  deux  droites  confondues,  et  ses  cocf- 
ticients  véritieront  les  trois  égalités  de  condition  (u'^  88) 
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(I)  bd  =  ae,     be  =  cd,     hf  =  de. 

Chacune   des  droites   confondues  sera  exprimée  par  l'une  quel- 
conque des  trois  équations 

!ax-\-h?/-\-d  =  0, 
dx-\-ey-{-f=0, 
et  l'on  aura 

(II)  ax2+2èa-^-fc/  +  2r/x  +  2e^-|-/- 

=  ^{ax-^l>y-\-dr 

2".    Si  le  premier  membre  de  chacune  des  trois  é(iuations 

ax'  -\~2bxi/  -\~  cy'^  =  0, 
ax^-{-2dx-\-f  =  0, 
c»/2-|-2ex  4-/=0 

est  un  carré,  à  un  facteur  constant  près,  les  relations  de  condition 

(III)  b'^  —  ac,     d'—af,     c^  —  cf 

seront  respectivement  satisfaites,  et  l'on  aura  les  identités 

ax^-{-2bxy-\-cy'-  =  \{ax^by)^=  ^^{bx^cyf, 
ax^-J^2dx  -^  f  =   \{ax  +  df   =  j(.te  +  /)-', 

cy^  +  2ex   +/=  ^  k'/ +  c)^   =j{ex^ff. 

91.    Les  polynômes  du  second  degré,  à  cinq,  quatre  ou  deux- 
termes,  tels  que 

ax^  -{-  2b  xy  +  c^-  +  2dx  -f  2ey, 

ax^-\-cy'~-{-2dx^2ey  +  f,     etc.; 

ax^-{-ci/-\-2dx-\-f\ 

ax^  -\-2bxy-\-  cy~  -|-  2cZa-,     etc.  ; 

ax^-]-cy^^     ax'^-\-2bxy, 
ax^-]-2dXy     ax--\-f,     etc. 
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ne  sauraient  jamais  être  les  produits  d'au  carré  exact  par  uu  facteur 
constant. 


§  II.     Equations  générales  aux  foyers  des  sections  coniques. 

92.     Considérons  une   conique  (juelcon(iue,   (pii    soit  représentée 
par  l'équation  la  plus  générale 


(1)  f{x,i,)  ==  Ax^-\-2hVi/-{-Cy'^-\-2Dx-\-21'Jy^F^  0. 


y 


Transportons  l'origine  en  un  point  quelconque  (a,  /3)  de  son  plan, 
en  faisant 

l'équation  (1)  deviendra 

(2)  Ax'-'^-{-2Bx'y'-\-  CUP-^x'f'a-\-y'f\i^f{ci,  /3)  -  0, 

et  la  distance   ô  d'un  point  (piclconquc   il/(.i-',  //')  de  la  courbe  à  la 
nouvelle  origine  sera,  pour  des  axes  rectangulaires, 

Si  la  nouvelle  origine  est  un  foyer  de  la  conique  (1),  la  distance 
ô  sera  une  fonction  rationnelle   et  linéaire  des  coordonnées  x    et  y 
du  point  M\    dans  ce  cas  l'cxpressien  a;'^-f~y'^  est  uu   carré  exact  à 
uu  facteur  constant  près. 

Or,  en  vertu  de  l'équation  (2),  nous  avons  identiquement 

où  X  est  une  constante  indéterminée. 

Pour  que  le  second  membre  soit  un  carré  en  x'  et  y\  à  un 
facteur  constant  près,  il  faut  et  il  suflit  (]ue  les  trois  relations,  ana- 
logues aux  égalités  (I)  du  n*^  90 

hd  =  rtC,     he  =  cd^     hf  :=  de, 

soient  identiquement  satisfaites. 

Nous  trouvons  ainsi,  entre  les  coordonnées  «,  (i  du  foyer  et  la 
constante  A,  les  trois  relations 

f  ///'„=  (^  +  A)/V, 

(5)  45/((v,  /?)  =  /'«/"(i. 

Si  nous  éliminons  la  constante  A  entre  les  deux  premières  (4) 
de  ces  égalités,  nous  obtenons  la  relation 
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(6)  Bf'a^~{A-C)f'a.f'^-Bf'^  =  0, 

à  laquelle  devront  satisfaire   les  coordonnées  «  et  ]3  du  foyer  de  la 
conique  (1). 

Si,  dans  cette  dernière  égalité  (6),  nous  remplaçons  le  produit 
f'af' ^  par  son  équivalent  4:Bf(a,  §),  que  fournit  l'équation  (5),  nous 
aurons  une  nouvelle  relation 

f'„^-é{A-C)fia,  §)-f'f  =  0 

entre  les  coordonnées  du  foyer  (a,  j3). 

Nous  eu  concluons  que  les  foyers  de  la  conique  (1)  sont  les 
points  d'intersection  de  deux  quelconques  des  trois  lignes  du  second 
degré 

(I)  I  45/(a-,2/)-/V',y  =  0, 

(  /'x^  -  4(^  -  0/(0-,  y)  -  /■'/  =  0  *). 

93.  Les  foyers  des  courbes  du  second  degré  sont 
situés  sur  les  axes  de  ces  courbes. 

Car  la  première 

(II)  Bf'^^-{A-  C)f\r,j-Bf\;'  =  0 

des  trois  relations  précédentes  est  précisément   (n^  1)  l'équation  aux 
axes  de  la  conique  (1). 

94.  Coniques  focales.    Les  deux  autres  équations 

(III)  4ma-,2/)-A/'.,  =  0, 

(IV)  /•'^2_4(^_  of{x,  y)-f',;^  =  0 

représentent  deux  courbes  du  second  degré,  qui  passent  chacune  par 
les  foyers  de  la  conique  donnée  (1). 


*)  Cette  méthode  a  été  indiquée,  d'une  manière  très  siiecintc,  par  M.  E. 
G.,  ancien  élève  du  lycée  de  Reims,  dans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques;  2^  série,  tome  XVII,  1878,  page  36.  L'auteur  établit, 
comme  conditions  de  rationnabilité  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  se- 
cond degré  à  deux  variables,  les  relations 

ct^  =  «/,     c^  =  c/,     do  =  If. 
En  partant  de  la,   il  obtient   les  équations 

45A«,^)  -A/V,    4(^-c')/(«,^)  =/'„2_/y, 

pour  celles  des  foyers,    sans  rien  préjuger  ni  de  la  nature,    ni  du  rôle  de  ces 
courbes.     Là  s'arrêtent  ses  calculs  et  son  article. 
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Nous  (loiinorous  à  ces  courbes  le  nom  de  coniques   focales. 

La  ualuro   et  la  i)osition  des  deux  coniques  focales  se  détermi- 
nent aisément,  si  l'on  a  soin  de  dévelopjjer  leurs  équations. 

95.      Identités  à  l'usage  du  développement  des  équations  focales, 

Kous  nous  proposons  de  calculer  le  carré  de  cliacunc  des  dérivées 
de  la  fonction,  qui  forme  le  premier  membre  de  l'équation  de  notre 
conique  donnée  (1),  ainsi  que  le  produit  de  ces  deux  dérivées. 

1'^.     Carré  des  dérivées.     Puisqu'  on  a 

il  vient,  en  élevant  au  carré, 

Mais  on  a 

AAf{x,y)  =  l{A'x^-{-2ABxy-\-ACU/-\-2ADx-{-2AEy-{-AF). 
Retranchant  la  seconde  identité  de  la  première,  ou  obtient 

A-'-4^/(x,2/)  =  i[_{B'-ACyy'-^2{BD-AE)y-\-D-'  -AF\ 
d'où  on  tire 

(V)  /'.2  =  ~Uf{x,y)-\-^{{B-'-AOy-^^2{BD-AI^y  +  D^^-AF-\. 

On  verrait  de  même  que 

(VI)  /';/  =  ACfix,  2/)  +4[(i?2  -AC)x^~-\-2{BE—  CD)x-\-E^  —  CF'\. 

2^.    Produit  des  dérivées.     On  a 

f,  =  2{Ax-\-By-\-D),    f',j  =  2{Bx^Cy-^E), 
d'où  on  tire,  en  multipliant, 

f'.,r^,  =  ^{^ABx^-\-{B^-\-AC)xy-^BCy^-\-{BD-^AE)x 

-\-{BE-\-CD)yA-DE\ 
Mais  ou  a  aussi 

45/ (a-,  y)  =  4[^5x2  +  2B\'y -^BCy^-\-  2BDx -f  2BEy + BF\ 

11  vient  par  suite,  eu  retranchant, 

f',f'y-^Bf{x,y)  = 
—  4[(52  —AC)xy  +  {BD  —  AE)x  +  {BE  —  CD)y  -\-  BF—  DE']. 

On  eu  tire 
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(VII)  /',/', -45/(0-,  2/) 

—  4liB^—AC).ri/-{-  iBD  —  AK)x-\-(BE—  CD)y-]-BF—  DE]. 

96.  Cas  où  la  couiqne  (1)  est  une  parabole.  On  a  alors 
B-  —  2lC  =  0,  ce  qui  réduit  les  trois  identités  précédentes  ù 

mil)       ^  •^'''  ^  ^Af{^.y)-{-^mBD+Ai^i,^iy^-AF\ 

\  f'/  =  4C'/-(a-,  y)  J^l\;2{BE-CD)x-^E'~-  CFy, 

(IX)  f'o^f',,  =  ABf{x,y)  -  UBD  —  AE)x-^{BE—CD)y-{-BF-  DE]. 

97.  Focale  asyinplotique  ixwx  direcUous  coordonnées.  La  pre- 
mière conique  focale  est  représentée  par  l'équation  (III).  Cette  équa- 
tion, en  vertu  de  l'identité  (VII),  se  réduit  à 

(X)  (fi^—  AC)xy-]-(BD—AE)x-[-  (BE—  CD)y-\-BF—  DE  =  0. 

Celle-ci  représente  une  hyperbole  concentrique  (u*^  5)  à  la  coni- 
que donnée  (1) ,  et  ses  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de  coor- 
données. 

Nous  lui  donnerons  le  nom  de  i'ocalc  asymptotique  aux 
directions  coordonnées. 

Si  l'on  rapporte  la  conique  donnée  (1)  et  cette  hyperbole  (X)  à 
leur  centre  commun,  su^iposé  unique  et  à  distance  finie,  leurs  équa- 
tions deviendront 

Ax^-}-  2Bxy  -\-C'y^-{-Hz=  0, 

(XI)  (B'^-AC)xy^BIT=0, 

où  H  est  égal  au  discriminant  négatif  de  la  conique  donnée  (1),  divisé 
par  B-—AC'. 

Les  demi-axes  de  cette  hyperbole  sont  fournis  (n'^  11)  par 
l'équation 

(5-'  —  A  C)E'^  —  4fî2  //  2  _  0  ; 

par  suite  l'hyperbole  est  éciuilatcre. 

98.  Focale  à  axes  parallèles  anx  coordonnées.  L'équation  (IV) 
représente  la  seconde  conique  focale  ;  comme  ou  peut  l'écrire 

/'.2-  4J/(a',  y)  =  /'/-  4C'/(a-,  y), 

ou  voit,  par  les  identités  (V)  et  (VI),  qu'elle  affecte  la  forme  simple 

(XII) 

iB^—AC)ix^—y^)^2{BD-CD)x--2iBD—Al^T)y  \E^—CF—DHAF^0. 

Celle-ci  représente  une  hyperbole,    qui  a  même  centre  que  la 
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conique  douiiéc  (1),  et  dont  les  axes  sont  parallèles  aux  axes  de  coor- 
données. 

Nous  lui  donnerons  le  nom  do  focale  à  axes  parallèles 
aux  coordonnées. 

Si  l'on  rapporte  cette  focale  à  son  centre,  son  équation  deviendra 

(XIII)  {B-'  —  A  C)  (a-2  -  .y2)  -]-  (  j  _  C) H  =  0. 

Les  demi-axes  de  cette  bjperbûle  sont  données  par  l'équation 

{B'-  —  AC)R^  —  {A  -  C)^H^  =  0. 

Cette  hyperbole  focale,  comme  la  précédente,  est  donc  équi- 
1  a  t  è  r  e. 

99.  Si  le  rectangle  des  variables  manque  dans  l'équation  (1)  de 
la  conique  donnée,  ou  aura  B  =  0,  et  la  première  hyperbole  focale 
(III)  se  réduit  à  ses  asymi)totcs,  ou  au  système  des  deux  axes  de  la 
courbe   (1),  qui  lui-même  est  représenté  par  l'équation 

f'x.f',j  =  0, 

ou  par  les  deux  droites 

Dans  ce  cas,  les  axes  de  notre  conique  (1)  sont  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées. 

Il  faut  alors  faire  usage  de  la  seconde  focale,  dont  l'équation 
(XII)  se  réduit  à 

A  C{x^  —  7/2)  +  2CDx  —  2/1  Ey  -f  Z)-'  —  AF—  E-  +  CF  =  0, 
ou  à 

C'(.ia-2  -f  2Z)a-  +  F)  -f  7)2  =  .1  (  CV^  4-  2Ex  -f  F)  +  E^. 

IGO.  Si,  au  contraire,  les  carrés  des  deux  variables  manquent 
dans  l'équation  (1)  de  la  conique  donnée,  on  aura  A  =  C  =  0,  et  la 
seconde  conique  focale  (IV)  se  réduira  au  système  des  deux  axes  de 
la  courbe  (1),  qui  lui-même  est  représenté  par  l'équation 

ou  par  les  deux  droites 

/'x+/'^  =  0,    /'.-/'.'y-O. 

Dans  ce  cas  les  axes  de  notre  conique  (1)  sont  parallèles  aux 
bissectrices  des  angles  compris  entre  les  axes  de  coordouuées. 

101.  En  résumé,  les  foyers  des  coniques  se  détermi- 
nent, en  général,  par  l'intersection  de  deux  droites  (II), 
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qui  sont  les  axes  de  la  courbe,  avec  l'uue  ou  l'autre  des  deux 
hyperboles  équilatères  (III)  et  (IV),  que  nous  avons  appelées 
coniques  focales. 

La  première  (III)  de  ces  hyperboles  a  ses  asymptotes  parallèles 
aux  axes  de  coordonnées;  dans  la  seconde  (IV),  ce  sont  les  axes  de 
ligure,  qui  sont  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

Dans  les  cas  particuliers,  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  courbes 
focales  se  confond  avec  les  axes  mêmes  de  la  conique  donnée  ;  il  faut 
alors  avoir  recours  à  l'autre  hyperbole  focale. 

*  102.  Déteriamation  des  foyers  pour  des  coordonnées  obliques. 
La  distance  ô  d'un  point  (luelconquc  M(x',y')  de  la  conique  (2)  au 
foyer  («,  jS),  qui  en  est  l'origine,  est,  dans  ce  cas 


ô  =  yx'-^-{-l/"^-\-2x'y'cosd. 

On  a  donc  identiquement,  au  lieu  de  (3),  l'égalité  suivante 

A(x'2  +  ^'-'4-2xycos<9) 
=  (.l  +  A)x'24-2(5  +  Acos6).i-'//'  +  (C'+À)/2_|_a,-'/'„-fy/'^+/(«,/3). 

Pour  que  le  second  membre  soit  un  carré,  à  un  facteur  constant 
près,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  (n'^  90) 

,   {B-{-kcos6)f'a  =  (.l+A)/'^, 
(7)  (5+Acos6)/',i  ==  (C+A)/'a, 

(  4(fi  +  A cos  0)/(f^^)  =/'„/> 
Les  deux  premières  de  ces  relations  donnent  pour  k  les  valeurs 
Bf'a—Af'^ 


k  = 


A  = 


f'p—CO%bf'a 
Bf'H  —  Cf'a 


/'a— COS0/'/ 

qui,  étant  égalées,  fournissent  l'équation 

{Bf'a—Af'^)  (f'a-COS0f\s)—{B/'^-CY'a}  (f'^  —  COSOfa)  =  0, 

ou 

(8)       (5— Ccos0)/'„2_.(j_c')/'„/'^-(5  — ^cos6)/y  =  0 

Afin  d'avoir  une  autre  relation,  indépendante  de  k,  entre  a  et  /S, 
qui  soit  symétrique  par  rapport  à  k  et  /3  et  les  dérivées,  multiplions 
en  croix  les  deux  premières  des  relations  (7)  par  la  troisième;  nous 
obtenons,  après  réductions,  les  égalités 

5 
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qui,  par  l'élimination  de  A,  nous  fournissent  une  deuxième  relation 

(9)  /'a--4(.l  -  €')/(«,  §)  -/7  =  0. 

Au  moyeu  des  égalités  (8)  et  (D),  on  peut  obtenir  deux  autres 
relations  entre  a  et  j3. 

Dans  l'équation  (8)  remplaçons  f'^-  par  sa  valeur 

/V'-4U-C')/(a,/3) 

tirée  de  (9);  cette  équation  devient,  après  division  par  A  —  C\ 

(10)  cos  6/'„-+4(if  —  J  cos  6)/(a,  §)  -f'af'§  =  0. 

On  trouverait  de  même,  en  éliminant  /'«-  entre  (8)  et  (9) 

(11)  tOi6f'f  +  ^{B—CCQ%h)f{c(,  §)--f"af'^  =  0. 

Nous  voyons  ainsi,  d'après  les  relations  (8),  (9),  (10)  et  (11),  que 
les  foyers  de  la  conique  (1)  sont  les  points  d'intersection  des  deux 
premières  lignes  du  second  degré,  entre  elles,  ou  avec  chacune  des 
deux  autres 

(5—  C'cos9)/V— (•'!— C')/'x/"'.y  — (5— ^lcosfl)/'2  =  0, 

/'..;  ^- 4(.i -  C')/(a-,  y)  -f'r/  =  0, 
cos  fif  'r'  +  4(5  —  A  cos  d)J  (a-,  y)  —  f'^'u  -  0, 
COS0/"-^  +  4(5-  C'C0S6)/(.r,  y)  —f'xf'y  =  0. 

*  103.  La  première  de  ces  équations  est  celle  des  axes  de  notre 
conique  (n°  3) ,  lorsque  les  coordonnées  sont  obliques.  On  trouve 
donc  encore  ici  que  les  foyers  des  courbes  du  second  degré 
sont  situés  sur  les  axes  de  ces  courbes. 

*  104.  La  seconde  des  équations  (XIV)  est  celle  de  l'hyperbole 
équilatère  (IV) ,  qui  a  même  centre  que  notre  conique ,  et  dont  les 
axes  sont  parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  Elle  affecte  la  même 
forme  que  dans  le  cas,  oà  les  axes  sont  rectangulaires. 

*  105.  Les  deux  dernières  des  é(iuatious  (XIV)  représentent 
deux  hyperboles,  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées,  et  qui  ont  même  centre  que  la  conique  donnée  (1). 

Si  l'on  rapporte  ces  courbes  focales  h  leur  centre,  leurs  équations 

deviennent 

{B'  —  AC)xy^{B  —  Aco^b)H=  0, 

{B-'-AC)ïy-\-{B—CC0ie)H=  0. 
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Lorsque  les  coordounées  sout  rectangulaires,  ces  deux  hyperboles 
se  confoudent  avec  l'hyperbole  focale  (III). 

106.  Eqnatîous  des  directrices.  Lorsqu'  ou  connaît  les  coor- 
données d'uu  foyer  (o,  /?)  de  la  conique  (1) ,  ou  peut  trouver  ira- 
médiatemeut  l'équation  de  la  directrice  correspondante. 

Car,  si  a  et  j3  sout  les  coordonnées  d'un  foyer,  le  second  membre 
de  l'identité  (3)  sera,  d'après  la  formule  (II)  du  u"  90,  égal  à 

par  conséquent  l'équation  de  la  directrice  est 

^'/'«+z/7V+2/(c^/3)  =  o, 

ou,  par  le  retour  à  l'ancienuc  origine, 

(x-c^)f'cc  +  (!/-^)f'^  +  2/iaJ)  =  0. 
Comme  on  a 

2/(«,  /3)  =  af'a-\-^f\s-{-2{Du-^E^-{-F), 
l'équatiou  de  notre  directrice  se  réduit  à 
(XV)  xf',-{-i/f'iii-2{Du-\-E^-^F)  ==  0. 

Ou  retrouve  ainsi  la  polaire  du  foyer  («,  j3). 

§  III.     Equations  aux  foyers  des  coniques  à  équation  réduite. 

107.  Premier  cas.  L'équation  de  la  conique  ne  con- 
tient pas  le  rectangle  des  variables. 

Cette  équation  est 

(1)  f(x,y)  =  Ax^^Cy'^-\-2Dx^2Ey-\-F=  0, 

et  devient 

Ax'^^Cy'^-^x'f'a^y'f'^+f{a,  ^)  =  0 

par  le  transfert  de  l'origine  au  foyer  («,  §). 

Nous  avous  donc 

K^"  +  y'')  =  {A-\-\)x'-^^{C-\-\)y'-^-^x'f'a:  +  y'f'^+f{a,  /3). 

Le  second  membre  ne  peut  être  un  carré,  que  si  l'on  a  eu  même 
temps  (nO  89) 

(2)  ^+À  =  0,    /'«  =  0,    /y  =  4(C+A)/(«,|3); 

5* 
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(3)  C'+;  =  0,    /V  =  0,    /V  =  4(.l  +  A)/(«,^). 

Chassant  l'indétermiiiL'o  X  de  chacun  des  systèmes  (2)  et  (3),  on 
trouve  que  les  foyers  de  la  coui(jue  (1)  sont  les  intersections 

de  l'axe  f'x  =  0  avec  la  courbe  f',/-{-'i{A — Cy(a;y)  =  0, 

et  celles 

de  l'axe  /',/  =  0  avec  la  courbe  f'x^-{-HC—A)f(x,  y)  =  0. 

Or,  pour  B  =  0,  l'écuation  (II)  des  axes  (u'^^  93)  se  réduit  à 

/"^./';/  =  0; 

la  première  conique  focale  (III  du  n"  94)  se  confond  avec  ces  axes, 
tandis  que  l'équation  (IV)  de  la  seconde  focale  (n"  94)  conserve  la 
même  forme 

/',2_4(.l_cy(.-,2/)_/V  =  0. 

Les  foyers  de  la  conique  (1)  sont  donc  déterminées  par  le  sy- 
stème des  deux  équations 

.j.  f  /'x-/'..  =  0 

\f'.'-MA-c)nx,>j)-f',/  =  o 

Ce  cas  particulier  rentre  ainsi  dans  le  cas  général,  si  l'on  a  soin 
d'adjoindre,  à  l'équation  des  axes,  celle  de  la  conique  focale,  ciui  reste 
distincte  des  axes. 

108.  Second  ca.s.  Le  carré  de  l'une  des  deux  variables 
manque  dans  l'équation  de  la  conique. 

Si  le  terme  eu  y^  uo  se  trouve  pas  dans  l'équation,  celle-ci  af- 
fecte la  forme 

fix.y)  =  Ax^  +  2Bxy-\-2Dx-{-2E>j-\-F=  0, 

que  la  translation  de  l'origine  au  foyer  {a,  /?)  transforme  eu 

Ax'^-\-2Bx'y'+x'/'a-\-y'f',i+/ic^,§)  =  0. 

Nous  avons  par  suite 
A(^'-+y-)  =  (A-\-k)x''--\-2Bx'y'-\-Xy'^+x'f'u  +  !/'f'^  +  f(",  ^)- 

Pour  que  le  second  membre  soit  un  carré,  il  faut  et  il  suffit  que 

l'on  ait  (nO  90) 

Bf'a  =  iA  +  X)f'^, 

Bf'^  =  Xf'a, 
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Ces  équations  sont  analogues  à  celles  (4)  et  (5)  du  cas  général 
(n*^  92);  par  conséquent  les   foyers  sont  les  points  d'intersection  des 

axes 

Bf'x--Af',f,j-Bf',/'  =  0 

avec  la  conique  focale 

\Bf{x,y)-f',f',,  =  0 
Nous  rentrons  ainsi  de  nouveau  dans  le  cas  général. 

109.  Troisième  cas.  L'équation  de  la  conique  manque 
des  carrés  des  variables. 

Cette  conique  est  représentée  par  l'équation 

f{T,y)  =  2Bxy^'2Dx-ir'2Ey  +  F==  0. 
En  transportant  l'origine  au  foyer  («,  ^),  on  la  change  en 

de  sorte  que  l'on  a 

A(x'-'+y^O  =  lx''-^2Bx'y  +  hP-^x'f'a-^y'f'^-^f{c<,^). 

Le  second  membre  sera  un  carré,  à  un  facteur  constant  près,  si 
Ton  a  simultanément 

Bj'a  =  If'^. 

Bf'^  =  If  a, 
-iBf{a.^)  =  f'af',i, 

ce  qui  fournit,  pour  les  équations  aux  foyers,  le  système 

f'x-  —  r"ir  =  Ù, 
4.Bnx,y)-f',f'y  =  0. 

Nous  nous  trouvons  encore  ramené  au  cas  général,  où  il  suffira 
de  poser  A  =  0,  C  =  0. 

110.  Quatrième  cas.  Le  carré  d'une  variable  et  le  rect- 
angle des  deux  variables  manquent  dans  l'équation  de 
la  conique. 

L'équation  de  celle-ci  est,  par  exemple 

Cy"-{-2Dx-{-2Ey-i-F  =  0. 

En  transportant  l'origine  au  foyer  («,  §),  on  la  transforme  eu 

Cy'-'-^x'f'a^y'f^-\-f{a,  §)  =  0. 
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Nous  avons,  par  conséquent, 

Le  second  membre  sera  un  carré,  à  un  facteur  constant  près, 
si  l'on  a 

X^O,    /'a==0,    /V  =  4(C"  +  A)/(«, /3)=0, 
ou 

(4)  C+A=0,    /V  =  0,    f'J  =  Ufia,^). 

■Or  l'indéterminée  A  ne  saurait  être  nulle;  par  suite  les  condi- 
tions (4)  sont  seules  admissibles. 

Les  foyers  sont  donc  déterminés  par  les  deux  équations 

f',  =  0,    .A-|-4C'/(x,2/)=0. 

Ces  deux  équations  rentrent  encore  dans  celles  (II)  du  n°  93  et 
(IV)  du  n°  94,  qui  appartiennent  au  cas  général. 

111.  Il  y  aurait  encore  à  considérer  le  cas  où  les  termes  du 
premier  degré  manqurut  dans  l'équation  de  la  conique,  et  celui  où 
la  caractéristique  B^ — AC  est  égale  à  zéro.  Xous  les  traiterons, 
avec  développements,  dans  les  deux  paragraphes  suivants. 

On  y  verra  qu'ils  sont  aussi  compris  dans  le  cas  général,  de 
sorte  que  les  trois  équations  (I)  du  n"  92  suffisent  toujours  pour 
trouver  les  foyers  des  courbes  du  second  degré,  quelle  que  soit  la 
nature  des  équations,  qui  représentent  ces  courbes. 

§  IV.    Détermination  des  foyers  et  des  directrices 
dans  les  coniques  à  centre. 

112.  Les  équations  aux  foyers  (I)  du  n^  92,  que  nous  avons 
trouvées  pour  des  coniques  rapportées  à  une  origine  quelconque, 
prennent  une  forme  bien  plus  simple ,  lorsque  la  courbe  du  second 
degré  est  douée  d'un  centre  unique  et  qu'elle  est  rapportée  à  ce 
centre  comme  origine  des  coordonnées. 

Supposons  que 

(1)  /(a-,  y)  =  Ax^  +  25rr^  +  Cy^ -]-H=0 

soit  l'équation  de  la  conique  donnée. 

Les  coordonnées  de  chaque  point  (a-,  y)  d'un  axe  étant  propor- 
tionnelles aux  dérivées  de  la  fonction  fix,y),  prises  par  rapport  à 
ces  coordonnées,  on  a 

A  =  4a-,   /'y  =  4^, 
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ce  qui  transforme  l'équation  aux  axes  (II)  du  u*^*  93  dans  la  suivante 

(2)  Bx-2  —{A—C  )x>j  —  B^/^O. 

Ensuite,  puisque 

2/(:r,y)  =  :r/',  +  2//',  +  2/f, 

l'équation  (III),  n**  94,  de  la  première  conique  focale  pourra  s'écrire 

25.7-/'^  -f  2Bijf'y  +  4.BH—f ',/',,  =  0, 
ou 

(/';,-  2B^)(2Ba; -/',)  + 4B^^v/  +  4B/f=  0; 

et,  comme 

/'^  —  2By  =  2Ax,     2Bx  -f,  =  —  2(7y, 

cette  équation  se  réduira  à 

(3)  (52  _  AC')x>j  +  5/f  =  0. 

Pour  avoir  l'équation  de  la  seconde  conique  focale,  nous  n'avons 
qu'cà  éliminer  le  rectangle  a-y  entre  les  deux  équations  (2)  et  (3). 
Cette  équation  est  donc 

(4)  (B2  _  AC)  (a;2  —  y2)  ^  (^  _  C')/f  =  0. 

Nous  voyons  ainsi,  par  (2),  (3)  et  (4),  que 

/  Bx'-  —  (A—  C)xn  —  By^  =  0, 

(I)  I  {B-  —  AC)xy-\-BH=0, 

i     (B^—AC)ix'-—y^)-^{A—C)H=0 

sont  les  équations  aux  foyers   des  coniques  à  centre,   qui  sont  rap- 
portées à  leur  centre  comme  origine  des  coordonnées. 

113.  Coordonnées  des  foyers.  L'équation  aux  axes  (2)  se  dé- 
compose dans  les  équations 

(5) 
ou 

(6) 

où  nous  avons  posé  la  valeur  absolue  du  radical 

(II)  VlB-'-^iA—cy  =  m. 

L'équation  (3)  de  la  focale,  asymptotique  aux  axes  de  coordon- 
nées, nous  donne 

(7)  ^^  =  ~W^- 


X 

A- 

-C±9t 

y~ 

2B 

y 

C- 

-A  +  n 

X 

2B 
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Multiplions  cette  équation  successivement  par  (5)  et  (6),  et  dé- 
signons, eu  général,  comme  plus  haut,  par  a  et  /3  les  coordonnées 
de  l'un  quelconque  des  foyers.  Nous  obtenons,  pour  les  carrés  des 
coordonnées  des  foyers,  les  valeurs 

"   ■"    2(5^—^6')    '     '^  2{B''—AC)    ' 

Si  nous  mettons,  à  la  place  de  3t,  son  expression  (II),  il  nous 
viendra  les  équations 

"    ^  2'  B'^  —  AC  ' 

(III)  .  

.,_  H  A-CT-V^B^-^-iA-C)^ 
\     P    -  2  '  B^  —  AC 

qui  donnent  les  coordonnées  des  quatre  foyers  de  notre  conique  à 
centre  (1). 

Dans  ces  expressions,  le  radical  donne  son  signe  au  numérateur 
de  la  fraction  correspondante;  par  suite  les  deux  valeurs  de  a^,  ainsi 
que  celles  de  |32,  sont  de  signes  contraires.  Donc  deux  des  quatre 
foyers  sont  r-éels  et  les  deux  autres  sont  imaginaires. 
D'ailleurs  les  deux  foyers  réels  sont  situés  sur  le  même 
axe. 

114.    Equation  aux  abscisses  et  équation  aux  ordonnées  des  foyers. 

Dans  les  valeurs  (II)  de  «^  et  de  /3^  les  signes  supérieurs  se  cor- 
respondent entre  eux,  ainsi  que  les  signes  inférieurs  -,  mais  ces  signes 
correspondent  inversement  avec  les  signes  des  axes  (2)  ou  (3),  sur 
les  quels  se  trouvent  ces  foyers. 

Si  nous  séparons  les  signes  de  +9f,  et  que  nous  représentions 
par  +a'  et  +  a."  les  abscisses  des  quatre  foyers  de  la  conique  (1), 
nous  aurons 


/2_. 


{C—A  —  '3i)H         ,„       (C— ^  +  9î)ff. 
a  -  = 


2{B-^  —  AC)  '  ~    2{B^  —  AC) 

nous  en  tirons,  en  ayant  égard  à  la  notation  (II), 
,         „,       {C-A)H 

„'2„"2  _  -"  ^ 


{E'^  —  ACf 
L'équation  aux  abscisses  des  quatre  foyers  est  donc 
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(IV)  (B2— ^C)fi4+(^_C7)/ra2____  =0. 

L'équatiou   aux    ordonnées    des    quatre   foyers    est   de 

même 

52^3-2 

(V)  (B^-AC)^^  +  (C-  A)H§^  -  ^2:z-Jc  =  ^- 

115.    Equation  anx  directrices,     La  directrice,   qui    correspond 
au  foyer  (a,  ^),  a  pour  équation  (n''  106) 

Puisque 

/'„  =  2(^a+5/3),       f'i,  =  2(B«  +  C/3), 

cette  équation  revient  à 

(^a  +  B^)x  +  (Ba  -f-  C^)y  +  ff  =  0  ; 
et,  comme  celle-ci  peut  s'écrire 

a(Ax  +  By)  +  ^(Bx  +  C'i/)  +  /f  =  0. 

On  voit  donc  que  l'équation  de  la  directrice,   qui  correspond  au 
foyer  (a,  /3),  est 

(8)  (v/^  +  /3/V  +  2/Z-=0. 

La    directrice   parallèle,    qui    correspond    au    foyer    ( — rc,    — /5) 
situé  sur  le  même  axe,  a  de  même  pour  équation 

-«/'x-|3/',/  +  2/f-0, 
ou 

(9)  «/'x  +  §/',  -  2//  =  0. 

L'équation,  qui  donne  à  la  fois  ces  des  directrices,  sera  donc  le 
produit  des  deux  équations  (8)  et  (9),  ou 

Si  nous  effectuons  le  carré,  nous  aurons 

a'^f'J  +  2a§f,f',,  +  /3V'/  =  ^H\ 
Dans  cette  équation,  remplaçons  a-  et  §~  par  leurs  valeurs  (III), 

'Ojjr 

puis  ci§  par  sa  valeur    p., tirée    de    (7);    elle    devient,    après 

réduction, 

(VI).(C-^+9î)/'x^  +  (^-C'+3î)/V"-45/':,/'.,-8(52-.4C)/i'=0, 

et  constitue  l'équation  aux  quatre  directrices  de  notre  co- 
nique à  centre  (1). 
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Cette  équation  est  d'un  emploi  peu  commode. 

Lorsqu'on  connaît  les  coordonnées  d'un  foyer  (or,  /3)  de  la  co- 
nique (1),  il  est  plus  avantageux  de  faire  usage  de  la  polaire 

du  point  («,  /3).     En  y  remplaçant  a  et  /3  par  les  valeurs  obtenues, 
ou  a  immédiatement  l'équation  de  la  directrice  correspondante. 

116.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  précédente  à  quelques 
exemples  numériques. 

Exemple  I,  Déterminer  les  foyers  et  les  directrices 
de  l'ellipse 

5a;2-f4a-2/ -1-2/4-24  =  0. 

Puisque  nous  avons  ici 

^  =  5,     B  ==  2,     C  =  2,    //  =  21, 
il  vient 

B2_^C  =  — 6,      9f  =  y4B2-f-(^l—  C)2  =  5  ; 

par  suite  nous  avons 

o        (-3  +  5)24  (    16. 

«=  — irî2 —  =  6  +  10=  |_^; 

(3+5)24  (        4 

^         12 =-6±10=  |_^g. 

Les  coordonnées  des  foyers  ont  donc  pour  carrés  les  nombres 

«'2  =  16,     /3'2  =  4-,        «"2  = -4,     ^"2=_i6. 

Pour  savoir,  quels  sont  les  signes,  qui  doivent  se  correspondre 
dans  les  racines  carrées  des  abscisses  et  des  ordonnées,  il  suffira  de 
déterminer  le  signe  du  produit  des  coordonnées  pour  un  même  foyer, 
au  moyen  de  la  courbe  focale  (7),  qui  donne 

„       —2.24       ^ 

Ainsi  les  coordonnées  des  quatre  foyers  sont 

«1=4,    ^1  =  2;     «2^-4,    ^2  =-2; 
«3  =  2\/-l,     .53=— 4\/-l;      a,  =-2v/-l,     ^,  =  4V/-1. 

On  trouve  ensuite,  pour  les  deux  directrices,  qui  correspondent 
aux  deux  foyers  réels,  les  équations 

2x-\-y^2  =  0,    2a;-f^— 2  =  0. 
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Exemple  n.    Trouver  les  foyers  et  les  directrices  de 

l'hyperbole 

3x^-{-12xy  —  2y^-\-U  =  0. 

L'équation  aux  axes 

6a;^  —  bxy  -f-  Qy^  =  0 

doune  pour  les  deux  axes  les  équations 

X.  ^  5±j/25+TÏ4  _  5+13 
y  12  ""     12     ' 

ou 

2x  —  Sy  =  0,       Sx-^  2y  =  0. 

L'équation  de  l'hyperbole  focale  est  d'ailleurs 

Résolvant  d'abord  le  système  des  deux  équations 

2«'— 3/3'  =  0,      a'i3'  =  — 2, 
on  obtient 

La  résolution  du  système  des  deux  équations 

3a"-f2/3"  =  0,      a"^"=  —  2 
donne  ensuite 

Les  coordonnées  des  quatre  foyers  sont  donc 

«i  =  y=3,     /3,  =  |y^;      a,=^-V^,     ,3^=_|yZl3. 
«3  =  -I V3,      ^3  =-  V^S;        «,  =-|  V3,     ^4  =  V3. 

Les  directrices,   qui   correspondent  aux  deux  foyers  réels,   sont 
d'ailleurs 

2^-3^-^  =  0,       2:r-3^+^  =  0. 

Exemple  III.    Déterminer  les  foyers  et  les  directrices 
de  l'hyperbole 

4a-?/  — 3/ +  10  =  0. 

L'équation  aux  axes,  étant 

2x-  —  ^xy — 2y^  =  0, 

donne,  pour  ces  axes,  les  équations 

3+5 
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x-2y  =  (),     2x  +  u  =  0. 

L'équation  de  l'hyperbole  focale  est 

xy  =  —  b. 

Résolvant  le  double  système  de  deux  équations 

x—2y  =  0,        cr?/  =— 5; 

et 

2x-\-y=-0,       xy=  —  ô, 

on  trouve,  iiour  les  carrés  des  coordonnées  des  foyers,  les  valeurs 

«'2  =-10,    r---t;    «"2  =  1,    ^"2_iO; 
ce  qui  donne 

„^  =  V=ïo,  /?!  =  ^y^^^ïô-,    „,  =-y3:iô;   ^,  =-^y=ïû; 

«3  =  ^  VIO,       ^3= -VIO;        a,  =-|V10,      |3,  =  V10, 

pour  les  coordonnées  des  quatre  foyers. 

Les  directrices,  qui  correspondent  aux  deux   foyers  réels,   sont 
représentées  par  les  équations 

Exemple  IV.     Trouver  les   coordonnées   des   foyers   et 
les  équations  des  directrices  pour  l'hyperbole 

3xy~4:  =  0. 

Les  équations  des  deux  axes  sont 

ou 

X  —  y  =  0,      x-\-y  =  0, 

pendant  que  l'hyperbole  focale  a  pour  équation 

'J-!/  =  I- 
Ou  a  donc 

d'où  l'on  tire,  pour  les  coordonnées  des  quatre  foyers, 
«1  =  /3i  =  §  V6;       «2  =  ^2  =-|  V/6; 

Aux  deux   foyers  réels  correspondent  deux  directrices,   dont  les 
équations  sont 
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Exemple  Y.  Calculer  les  coor données  des  foyers  et 
déterminer  les  directrices  de  l'ellipse 

4x2-f  9r  — 36  =  0. 

On  a  ici  Zf  =  0;  par  suite  la  première  hyperbole  focale  (4) 
se  confond  avec  les  deux  axes;  il  faudra,  en  conséquence,  avoir  re- 
cours à  l'autre  courbe  focale  (6),  dont  l'équation  se  réduit  à 

AC  (x-  —  >j-)  —  (.1  —  C)H=0, 
où  nous  avons 

^  =  4,     C=9,    /Z'=— 36. 

L'équation  de  cette  focale  est  donc 

36(x- — y-)  —  5.36     ou    x^  —  i/  =  h. 

Les  équations  des  deux  axes  étant 

y  =  0,    a;  =  0, 

les  carrés  des  coordonnées  du  foyers  seront 

a'2  =  5,     ^'2  =  0;        a"2  =  0,     |3"2=  — 5; 
ce  qui  donne 

"i  =  V5,     ^1  =  0;        «2  =  —  V'5,     i^a  =  0; 

«^3  =  0,  /?3  =  y-5;   «4  =  0,  ^,=-y^. 

Nous  obtenons,  par  suite,  pour  les  deux  directrices  réelles,  les 
équations 

xV5-9  =  0,       xVh-\-%  =  0. 

Exemple  VI.  Trouver  les  foyers  et  les  directrices  de 
l'hyperbole 

Les  équations  des  axes  sont 

y  =  0,     œ  =  0  -, 
et  celle  de  l'hyperbole  focale  est 

ou 

a;2-?/2  =  «2_|.^,2. 
Ou  a  donc 

„'2  =  „2_^^2^      ^'2  =  0;        «"2^0,      i3"2=-(a2  +  Z.2). 

ce  qui  donne 
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«3  =  0,   iS3  =  y=wT^);    «4  =  0,   /34  =  -y^«H^) 

pour  les  coordonnées  des  quatre  foyers. 

L'équation  de  la  directrice,  qui  correspond  au  premier  foyer  réel 
(«1,  ^i),  est 

ou  

par  suite  les  équations  des  deux  directrices  réelles  seront 

X  ia--\-l?  =  «^       X  ia^-ÇÙ^  =  —  «2. 

§  V.     Foyer  et  Directrice  de  la  parabole. 

117.     Equatious  au  foyer  de  la  parabole.    L'équation 

(1)  /(a-,  y)  =  ^la;2  +  2i?;/'^  +  t'/+2/9x+2i'^  +  F=  0 

représente  une  parabole  pour  B-  —  AC  =  0. 

Si  les   coordonnées   sont  rectangulaires,  les   axes   de  la  courbe 
sont  fournis  (n°  1)  par  l'équation  générale 

Bf^'  -  {A  —  C)f\f'y  -  Bf'y'  =  0, 
qui  donne  

/  X  —  2B  '  >'- 

Puisqu'on    a    B^^  =  AC\    le   radical   se   réduit  à  A-\-C\    et  les 
équations  des  deux  axes  sont 

(2)  Bf'^  —  Af^  =  0,     Bf',,  +  Cf'y  =  0. 

La  première  de  ces  deux  équations  représente  une  droite  située 
à  l'infini;  la  seconde  qui  revient  à 

est  celle  d'une  droite  perpendiculaire  à  la  première,  et  représente 
l'axe  de  la  parabole,  qui  se  trouve  à  une  distance  finie;  le  dévelop- 
pement de  cette  équation  est 

(3)  {A-^  C){xV A-\-y  V C)-{-DV A-\-EV C  =  {), 
La  première  ligue  focale 

4Jy/(ar,  y) -/'«/'»  =  0, 
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d'après  l'identité  (IX)  du  n°  96,   se  réduit  à 

{BD  —  AE}x  +  (BE  —  CD)y-\~  BF—  DE  =  0, 
ou  a 

(4)  {DVC—EVA){xVA  —  yVC)-^BF^DE  =  0; 

peudaut  que  la  seconde  ligue  focale 

/'.2  _  4^  ;•(,.,  y)  _  f'^^2  _  ^cax,  y), 

en  vertu  des  identités  (VIII),  devient 

2{BE  —  CD)x  —  2iBD  —  AE)y  +  E^^  —  CF—  D^  -f-  AF  =  0, 
ou 

2(DVC—  E  VA)(xVC-i-y  VA)-\-  D^-  -  AF—  E^-}-  CF  =^  0. 

Le  foyer  de  la  parabole  (1)  se  trouve  donc  à  l'intersection  de 
deux  quelconques  des  trois  droites 

,                ,              ,   ni/A4-EVC 
xVA-i-yVC-}-      "^^J^^, =  0 

I  ,        BF—DE 

(I)        ^  -^^-y^c+Dvc-EVA-'' 

wrA.    ,.  ,    I   {D'-AF)-{E^-CF) 

118.  Coordonnées  du  foyer  de  la  parabole.  Ce  foyer  est  l'inter- 
section, par  exemple,  des  deux  premières  droites  (I).  Ajoutant  et 
retranchant  successivement  leurs  équations  et  représentant  par  «  et  /3 
les  coordonnées  du  foyer,  on  trouve  que 


BF—DE  DVA-\-EVC 

2 


2{AE  —  BD)         2{A-\-C)VA  ' 
BF—DE  DVA-^EVC 


ou 


(II) 


§- 


2(  CD  —  BE)         2{A  -{-C)VC 

BF—DE  AD-\-BE 

2{AE—BD)  ~"  2A{A-i-C)' 

BF—  DE  C£+  BD 


2{CD  —  BE)        2CiA-{-C) 

pour  les  valeurs  qui  déterminent  le  foyer. 

Ces  valeurs  peuvent  encore  se  mettre  sous  la  forme 
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(III) 

—  FVA p  _  E{DVA^EVC) 

2(2)  V C—  E  VA)       2(.î  -f  C)  "^  2( vl  +  C)  ( I)  V  C—EVA)  ' 

FVA  E  D(DVA-\~EVC) 


P 


2{DV  C—EVA)        2{A-^C)       2{A-^C){DV  C— EVA)' 


que  uous  avous  déjà  obtenue,  au  11°  53,  par  une  autre  méthode  moins 
directe. 

119.     Eqnatiou  de  la  directrice.     Cette  droite  est  la  polaire  du 
foyer  («,  /3)  et  a  pour  équation 

(5)  a-/'„  +  yf'^  +  2{Dci  +  A'/3  -f  F)  =  0. 

II  uous  suffira  doue  de  calculer  les  dérivées  de  l'équatiou  (1)  de 
la  parabole  par  rapport  aux  coordonuées  «  et  ^  du  foj'cr. 

Or,  le  foyer  («,  §)  étant  situé  sur  l'axe,  ou  a  la  relation 

(6)  VAf'a-^VCf'^  =  Ç,. 

D'autre  part,  puisque 

fa  =  2(^a+5/3+D)  =  2VA{ciVA-]r^VC)^2D, 
/V  =  2{Ba^C^^E)  =  2VC{aVA^^VC)  +  2E, 

on  trouve,  par  l'élimination  de  uVA-\-i3VC^  l'identité 

(7)  VCf'a  —  VAf'^  :=  2{D  VC-  E  VA). 
Celle-ci,  étant  combinée  avec  (6),  nous  donne  de  suite 

/       ,    _  2{DVC—EVA)VC  _  2{CD~BE) 

(IV) 

j       '    _  ^{EVA  —  DVC)VA  _  2{AE—BD) 

Nous  avons  ensuite,  par  les  valeurs  (III), 

,       ,  ,  F      Z)^  +  £2 

D.  +  El5  +  F=-^-^^j^^-i.F 

ou 

,       o   ,    ^       F{A-\-C)  —  D^  —  E'^ 

(8)  Da^E^-^F=  \2-^c^ ■ 

Si  nous  substituons  les   expressions  (IV)  et   (8)   dans   l'équation 
(5),  nous  trouvons 

(V)         2{CD  —  BE)x  +  21AE  —  BD)y^D'^  —  AF-\-  E-  —  CF 
pour  l'équation  de  la  directrice. 
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Si  l'on  observe  que 

CD  —  BE=  (DVC~EVA)VC\ 
AE—  BD  =  {EVA  -  DVC)VA, 

l'équation  précédente  pourra  encore  se  mettre  sous  la  forme 

(VI)  ,VC-  yVA  =  -2(WC^!=Wir' 

120.    Appliquons  cette  méthode  à  quelques  équations  numériques. 

Exemple  I.    Déterminer   le   foyer   et  la   directrice  de 
la  parabole 

9a;2  4- 24a:?/+ 16^2  _|_22x-  + 46^-1-9  =  0. 

Dans  l'équation  de  l'axe 

VAf'x  +  VCf'y  =  0 

posons 

VA  =  3,    VC  =  4, 

/•'.,  =  2(9a!  +  12^4-ll),    f'y  =  2(12u;+16y  +  23), 

elle  deviendra 

3(9a;  +  12?/+ll)+4(12a:  +  16y+23)  =  0, 

ou,  en  effectuant  et  divisant  par  25, 

3a:  4- 4// 4- 5  =0. 

Dans  l'équation  de  la  droite  focale 

BF—DE 

^VA-yVCAr'j,^C_j,^^^% 

faisons 

V-4  =  3,    VC=4,     5  =  12,    Z)  =  ll,     S  =  23,    i^=  9; 

elle  devient 

Cette  dernière  équation,  étant  combinée  avec  celle  de  l'axe 
3z-  +  4?/-f-5  =  0, 
nous  donne  pour  les  coordonnées  du  foyer 
«  =  —  i    i5  =  ^. 
Nous  en  concluons  que 

r«  =  -8,     /•V  =  6,     2(Z)a  +  £^+F)  =  17; 
l'équation  de  la  directrice  sera  donc 
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4a;— 3?y— y  =0. 

Exemple  U.  Trouver  le  foyer  et  la  directrice  de  la 
parabole 

4a;2-|-4.rz/  +  y2_(3^_2^_l  _  q. 

Nous  ferons  usage,  pour  déterminer  le  foyer,  des  deux  équations 

BF—  DE 

dont  la  première  est  celle  de  l'axe,   et  l'autre  celle  d'une  seconde 
droite  passant  par  le  foyer. 

Puisque 

VA  =  2,     VC=1,     B  =  2,     Z>  =  — 3,     E  =  — 1,     F=  1, 

ces  deux  équations  deviennent 

2x  —  y-\-4:  =  0. 
et  donnent,  pour  le  foyer,  les  coordonnées 

D'après  cela,  il  vient 

/■'«  =  -!,   f'^-h 

L'équation  de  la  directrice  sera  donc 

.T— 2,v+2  =  0. 

Exemple  III.  Calculer  les  coordonnées  du  foyer  et 
trouver  l'équation  de  la  directrice  pour  la  parabole 

f/2         ah     '    i'^        'a  7,~^^  ~^'- 

Cette  parabole  touche  les  deux  axes  de  coordonnées  k  des  di- 
stances de  l'origine  respectivement  égales  à  «  et  b.  Son  équation  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

l>^x^—2ab:ry-{-a^7/~2ab^cc—2aV>y-^a^h^  =  0. 

Nous  avons  par  suite 
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VA  =  b,     VC  =  —  a,     D  --=  —  ab\     E  =  —  a^, 
ce  qui  donne 

2  7  2 

hx—ay-^ab.^^^,^^2  =  O5 
OU 

pour  l'équation  de  l'axe. 

L'équation  de  la  ligue  focale 

BF—DE 

est  ici 

bx  -\-  ay  —  ab  =  0, 
OU 

a   '    h 
Les  coordonnées  du  foyer  sont  donc 


Comme  ou  a 

ta--  ^2_|_J2'       f  ?-  «2_|_J2' 

2(Z>a+-E^  +  F)  =  0, 

l'équation  de  la  directrice  est 

ax-\-by  =  0, 
ou 

b^  a  ' 

celle  passe  par  l'origine  des  coordonnées,  et  coupe  l'axe  de  la  para- 
bole au  point 

_  ab^(b^—a^)  _  a%{a'^  —  b'^) 

^  ~    («24-^2^2  '       y  —    (,j2_|_j2)2  • 

Exemple  lY.    Déterminer  le   foyer  et  la  directrice  de 
la  parabole 

x^-\-2xy-\-y'^-\-2x—l  —  0. 

L'équation  de  l'axe  est 

•^-|-^+?  =  0; 

celle  de  notre  corde  focale  est 

x  —  y  —  1  =  0; 

6» 
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par  suite  les  coordonnées  du  foyer  sont 
On  en  déduit 

ce  qui  fournit  l'équation 

^—y—l  =  0 

pour  celle  de  la  directrice. 

Exemple  Y.    Trouver  le   foyer    et  la   directrice  de    la 
parabole 

L'axe  a  pour  équation 

x  —  y  —  ^  =  0, 

pendant  que  la  corde  focale  est  représentée  par 

x-\-y  =  0. 
Les  coordonnées  du  foyer  sont  donc 

^  ^  h   y  =  —h 

ce  qui  fournit 

pour  l'équation  de  la  directrice. 

Exemple  VI.     Calculer    les    coordonnées    du    foyer    et 
trouver  l'équation  de  la  directrice  pour  la  parabole 

yi  —  2px  =  0. 

Les  équations  de  l'axe  et  de  notre  seconde  corde  focale  sont 

y  =  0    et    X  =  ^', 
de  sorte  que 

«  ^  2'    ^^ 
Bont  les  coordonnées  du  foyer. 

L'équation  de  la  directrice  est  donc 
2x-\-2)  =  0. 
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Troisième  Partie. 

Les  Coniques  à  centre  déterminées  par  leur  centre  et  les  extrémités 
de  deux  demi-diamètres  conjugués. 

121.  Supposons  qu'  une  conique  à  centre  soit  rapportée  à  deux 
axes  quelconques  Ox  et  Oy,  issus  de  son  centre  O. 

Soient  x'  et  y',  x"  et  y"  les  coordonnées,  qui  déterminent  les 
extrémitées  de  deux  demi-diamètris  conjugués  quelconques  OD'  et 
OD". 

Si  la  conique  est  une  ellipse,  ces  deux  systèmes  de  coordonnées 
sont  réels;  si  la  courbe  est  une  hyperbole,  le  premier  système  seul 
est  réel  et  le  second  système  est  iuiagiuaire,  de  sorte  que  nous  pour- 
rons poser,  dans  ce  cas, 

x"==  x^V—  1,    y"  =  y^V—  1, 

où  a-g  et  î/2  sont  deux  quantités  réelles. 

La  conique  est  évidemment  déterminée  par  le  centre  O  et  les 
extrémités  D'  et  D"  de  deux  dciui-diamètres  conjuguées.  C'est  ce 
qu'il  est  aisé  d'établir  directement. 

122.  Equation  de  la  conique.  Notre  conique  (ellipse  ou 
hyperbole)  est  représentée  par  l'équation 

(I)  (^/2,_y'^)2_|_(^''^_y'^.)2  _  (^Y'_yV')2. 

En  effet,  l*'  l'équation  (I),  étant  du  second  degré  par  rapport 
aux  variables  x  et  y,  représente  une  conique. 

2<^.  Cette  conicine  a  un  centre  et  se  trouve  rapportée  à  ce 
centre,  comme  origine  des  coordonnées,  puisque,  n'étant  pas  homo- 
gène, l'équation  (I)  manque  de  termes  du  premier  degré  en  x  et  y. 

S*'.  Les  points  {x\  y')  et  {x'\  y")  appartiennent  à  la  courbe; 
car,  si  l'on  remplace,  dans  l'équation  (I),  x  qï  y  d'abord  par  x'  et  y' 
puis  par  x"  et  y",  cette  équation  est  chaque  fois  identiquement  satis- 
faite. 

4^.    Les  droites 

(1)  x'y~y'x  =  0,     x"y  —  y"x  =  0 

sont  les  directions  de  deux  diamètres  conjuguées  de  la  conique. 

Car,  si  l'on  développe  les  deux  carrés  du  premier  membre  de 
l'équation  (I),  celle-ci  peut  s'écrire 
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(2)    {y'  +  y''')x^-2{x'y'^x''y'')xy-\-{x'^-\-.'''')y^-{x'y''-~y'x'r  =  0, 
et  fait  ainsi  voir  que  les  coefticients  angulaires 


f      y         ,,     y 

VI    =  -  ,,        m    =  —r, 

X  X 

de  nos  deux  droites  (1)  satisfont  à  la  relation  générale 

A-\-B{m'-\-m")-{-Cmm'  =  0, 

qui  existe  entre  deux  diamètres  conjugués  quelconques 

y  =  m'a;,      y  =  m"x 
de  la  conique  à  centre 

Ax^-\-  iBxy  -{-  CV2  -{-  ZT  =  0, 

puisqu'on  a  identiquement 

123.  Equation  des  deux  tangrentes  menées  par  les  extrémités 
de  chacun  des  deux  diamètres  conjugués.  Dans  la  conique  (I), 
l'équation 

(II)  {x'y-y'xf={x\f-y'x;'Y 

est  celle  des  deux  tangentes  menées  par  les  extrémités 
du  diamètre 

X  y  —  y  X  =  \). 

En  effet,  la  première  des  deux  droites 

xy  —  y  X  =  :r{xy  —yx  ) 

passe  évidemment  par  le  point  (»",  y")  \  de  plus  elle  rencontre  la 
conique  (I)  à  ses  points  d'intersection  avec  les  deux  droites  con- 
fondues 

c'est-à-dire  en  un  point  unique  (a-",  y"). 

On  ferait  voir,  de  la  même  manière,  que  la  deuxième 

^Jy-y'x=^-{x'y"-y'x") 

des  droites  (II)  est  la  tangente  menée  par  la  seconde  extrémité 
( — x'\  — y")  de  notre  diamètre. 

124.  Equation  aux  axes  de  notre  conique.     L'équation 
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(III)  (x'y-,yx)(xx'-\-yy')-\-(x"7/-y"x)(xx"-\-^y")  =  0 

est  celle  des  deux  axes  de  la  conique  (I). 

En  effet,  puisque  le  centre  de  la  courbe  du  second  degré  (I)  est 
à  l'origine  des  coordonnées,  l'équation  aux  axes  s'obtient,  dans  le  cas 
de  coordonnées  rectangulaires,  eu  égalant  le  rapport  des  dérivées  à 
celui  des  variables  correspondentes  (n"  7). 

Or  les  demi-dérivées  de  l'équation  (I)  sont 

-(a^'y-,yx)y'~ix"y-y"x)j/', 
(x'y-y'x)x'-\-{x"y-y''x)x''', 

par  suite  l'équation  aux  axes  sera 

—  (x'y  —  y'x)y'—  (x"y  —  y"x)y"  ^  x 
^'^  (x'y-y'x)x'^{x"y-y"x)x"        y 

qui  n'est  autre  que  l'équation  (III). 

125.  Oraudeur  des  axes.  Les  carrés  des  deux  demi- 
axes  de  la  conique  (I)  sont  donnés  par  l'équation 

(IV)  ii:^-(a;'24-/2_|_^"2^y"2_)^2_}_(^,y_^V')2  =  0. 

Représentons  par  M  et  A'  les  deux  termes  respectifs  de  la  première 
fraction  (3);  nous  aurons  • 

\      M^{y'^^y"-^)x-{x'y'+x"y")y, 
\      iV  =  {x'^^^y"-^)y-{x'y'^x"y")x, 

et  l'équation  (3)  donnera 

M       N       Mx^Ny 


(5) 


X         y  x^  -\-  y 


Mais  il  est  facile  de  voir  qu'en  vertu  de  l'équation  (2)  on  a 

AIx-^Ny  =  (x'y"-y'xy; 

d'ailleurs,  si  R  désigne  de  le  demi-axe,  qui  aboutit  au  sommet  {x,  y), 
on  a  aussi 

X^-\-y^  =  M 

Les  égalités  (5)  se  ramènent  donc  à 

M_  N_  {x'y"—y'x'y^ 
X  y  jR^ 

et  fournissent  les  deux  équations 
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R^M—{x'y"—y':r"fx  =  0, 
R^N-{x'y"--y'x")hj  =  0, 

qui,  eu  vertu  de  (4),  reviennent  à 

(^■'2/'+a:'V>-[(a;'H-x''^)A'=^-  Wy'-y'^"f]y  =  0. 

Eliminant  le  rapport  -  entre  ces  deux  équations,  on  en  déduit 
l'équation  en  R 

R^{x'y'+x"y"Y  = 
[(a-'-'H-a;''2)i2^--(x'./'-2/V')=^][(y'^+/-)^'-(^-'2/''-2/V')^']. 

Si  l'on  effectue  les  calculs,  que  l'on  ordonne  par  rapport  à  72-, 
puis  que  l'on  divise  par  {x'y" — y'x")"^,  on  verra  que  cette  équation 
n'est  autre  que  l'équation  (IV). 

126.  Théorèmes  d'Apollonius.  Soient  a^  et  b-  les  deux  racines 
de  l'équation  (IV).    Nous  aurons 

(5)  «2_j_52  _  ^'2_^^'2_j_.V'2_|_y'2 

et 

(6)  o^b'^  =  {x'y"-y'x'y. 

Si  nous  désignons  par  a''^  et  i'^  les  carrés  des  demi-diamètres 

conjugués,  qui  aboutissent  aux  points  respectifs  (a;',  y')  et  (a;",  y")\ 

nous  aurons 

a'2  =  x'^^y'^       //2  _  x"^^y"\ 

On  sait  d'ailleurs  que  x'y"~y'x'  est  la  surface  du  parallélo- 
gramme, au  signe  près,  dont  les  deux  côtés  sont  a  et  h'.  Si  nous 
représentons  par  8  l'angle  compris  entre  ces  deux  demi-diamètres 
conjugués,  il  nous  viendra 

{x'y"—y'x"y'  =  a'H'Hm^e. 

Il  s'ensuit  que  nos  deux  égalités  (5)  et  (6)  reviennent  aux  sui- 
vantes 

Ces  deux  relations  prouvent  que,  dans  l'ellipse, 

1°  la  somme  des  carrés  des  axes  est  égale  à  la  somme 
des  carrés  de  deux  diamètres  conjugues  quelconques; 
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2^  le  rectangle  construit  sur  les  axes  est  équivalent 
au  parallélogramme  construit  sur  les  mêmes  diamètres 
conjugués. 

Si  la  conique  à  centre  est  une  hyperbole,  b  et  h'  sont  imagi- 
naires et  peuvent  être  représentés  par  h^V — 1  et  ôi'v/ — 1,  de  sorte 
que  nous  aurons  i- =  —  b^^,   i'^  =  —  b-^''^. 

Les  deux  relations  précédentes  deviennent  ainsi 
a2_j^2  =  a'-^—bi'\ 
a%^  =  a'^b^'-^  sin^Ô. 

On  dit  alors  que,  dans  l'hyperbole, 

1'^  la  différence  des  carrés  des  axes  est  égale  à  la 
différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués 
quelconques; 

2"  le  rectangle  construit  sur  les  axes  est  équivalent 
au  parallélogramme  construit  sur  les  mêmes  diamètres 
conjugués. 

127.  Equation  d'une  conique  à  centre,  eu  fonction  des  coor- 
données (x',  y')  et  {x'\  y")  des  deux  sommets  non  opposés.  Ad- 
mettons que  les  coordonnées  x',  y'  et  a;",  y"  soient  celles  de  deux 
sommets  non  opposés  de  notre  conique  à  centre.    Les  équations 

X  y  —  y  X  =^  y)^     x  y  —  ^a;  =  U 

seront  celles  des  deux  axes  de  la  courbe. 

Ces  axes,  étant  perpendiculaires  entre  eux,  leurs  coefficients  an- 
gulaires 

I  If 

f      y  If      y 

m   =  -f,       m    =  -jT, 

X  X 

satisfont  à  la  condition 

7n'm"-\-l  =  0, 

qui  existe  pour  des  coordonnées  rectangulaires. 

Ces  coordonnées  sont  ainsi  liées  entre  elles  par  la  relation 

(V)  x'x"-\-y'y"  =  0. 

Cela  posé,  l'équation  (I)  de  la  conique  pouvant  se  mettre  sous 
la  forme 
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si  l'on  remplace,  daus  le  i^remier  terme,  — '  ,   par  son  égal    ~,   tire 

de  (V),  et  que  l'on  mette,  daus  le  second  terme,  à  la  place  de  — -^i 

x' 
son  équivalent    ,.  l'équation  deviendra 


Multipliant  les  deux  termes  de  la  première  fraction  par  y*'^,  ceux 
de  la  seconde  par  ?/'^,  et  intervertissant  les  deux  fractions  résultantes, 
on  obtient 

pour  l'équation  d'une  conique  à  centre,  en  fonction  des  coordonnées 
x\  y'  et  a",  y"  de  deux  sommets  non  opposés,  coordonnées  qui  sont 
liées  entre  elles  par  la  relation  (V). 

128.  Autre  forme   de  l'équation  précédente.      Une   conique  à 

centre  est  déterminée  par  son   centre,    les   deux  coordonnées   d'un 

sommet  et  l'une  des  coordonnées,  l'abscisse  par  exemple,  d'un  autre 

sommet,  non  opposé  au  premier.    Nous  pouvons  donc  nous  affranchir 

de  la  condition  (V),  en  remplaçant,  dans  l'équation  (VI),  y"  par  sa 

x'x" 
valeur  —  — —  tirée  de  (V). 
y 

L'équation  (VI)  deviendra  alors 

{x'y-y'xY    ,    {xx'^yy'Y        {x'^^y'^^ 
(VU)  ^n,  +  y.,  -  y.,        ' 

129.  Dans  la  conique  (VI),  l'équation 

(xx'+yyr  =  (^"-\-y"r 

est  celle  des  deux  tangentes,  menées  par  les  extrémités 

de  l'axe 

xx'-\-yy"  =  0. 
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Car  la  droite 
rencontre  la  conique  (VI)  à  son  point  d'intersection  avec  la  droite 

ixx"-\-^y"f  =  0, 

laquelle  intersection  est  un  point  double. 

130.    Si  l'on  indentifie  l'équation  (I)  ou 

{x'y-y'xr-\-(x"y-y"xr  =  (xW-y'^'T 

avec  l'équation  générale  des  coniques  à  centre 

(7)  Ax^-  -|-  2Bxy  -j-Cy^-\-H  ^  0, 

qui  sont  rapportées  à  leur  centre,   ou  pouvra  aisément  obtenir  l'ex- 
pression générale  des  divers  éléments  de  la  conique  (7). 

On  obtient  ainsi  les  égalités 

f     y"+y"'--Ak,    xy+x'Y^-BX, 
^^  \     a;'2-|-a:"2  =  5A,     {x'y"—y'x"Y=^  —  Hk; 

qui  donnent  d'abord 

{B^~-AC)k^  =  (^y4-,/y')2_(^^2_}_y'2)(,/2^.^"2^ 

ou 

{B^-  —  AC)l^  =~{x'y"—y'x")K 

Mais,  en  vertu  de  la  dernière  des  identités  (8),  le  second  membre 
de  cette  égalité  est  égal  à  Hk.    Il  nous  vient  donc 

H 


B^  —  AC 


Introduisons  cette  valeur  de  A  dans  les  identités  (8)  ;  nous  ob- 
tenons ainsi  les  relations  fondamentales 

,,'2  _L  ,,"2 ±^ . 

(VIII) 

o.'2_L.™"2 ^ ; 
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(X)  (a,y'_2,V')2  ~^' 


B^—AC 


au  moyen  desquelles,  il  sera  facile  de  calculer  les  expressions  géné- 
rales de  tous  les  éléments  de  la  conique  (7). 


L'imprimerie  de  l'wniversitée  par  F.  W.  KUNIKE  Gveifawnld. 
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